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Prbleg .
L'índex d'un cos de nombres K d'anell d'enters A es defi-
neix com :
¡(K) = m.c .d . {i (9)/B E A primitiu},
on i(0)=card{A/7L[01} és 1'índex de 1'enter 0 i el terme "primi-
tiu" té el sentit de generador del cos, és a dir, K--Q(0) .
L'objectiu d'aquesta memória és estudiar aquest nombre
natural associat a tot cos de nombres, posant émfasi en dues
qüestions : la recerca d'invariants de K que el caracteritzin i
la possibilitat de calcular el seu valor . Podem dividir 1'estu-
di de i(K) en dos problemes : determinar quins primers p E 7l poden
dividir-lo i després, si pli(K) determinar 1'exponent ip(K) amó
que el divideix . Un primer dividirá i(K) si i només si divideix
tots els i(0), per aquest motiu aquests primers foren anomenats
"gemeinsamer ausserwesentlichen Diskriminantenteiler" ; nosaltres
els anomenarem divisors comuns deis índexs, abreviat d.c .i . . El
problema de determinar els d.c .i . té una solució ben coneguda ;
la comentarem al Capitol 0 . La segona qüestió és prbpiament el
problema central que tractem en,aquestes pigines .
La memória está subdividida en cinc capitols numerats del
0 al 4 . El primer capitol está dedicat a fer un breu repés his-
tbric dels problemes que estan connectats amó 1'index . En una pri
mera part mostrem com el problema de determinar la possible exis-
tencia de cossos de nombres amó i(K) > l está lligat amó 1'origen
mateix de la teoria algebraica de nombres . Després fem una expo-
sició de 1'estat actual dels resultats que concerneixen ip (K)
per tal de centrar clarament el punt de partida de les nostres
recerques . Per un breu resum del contingut dels altres capitols
remitim al lector a les primeres lrnies de cadascun d'ells .
Tots els resultats etiquetats amb n .m, n >O,són originals
excepte els Lemes 1 .4, 2.2 i 3 .1 i probablement les Proposicions 1 .1
i 4 .6 . Les referéncies són donades de la forma [autor,data] ; re-
marquem que la data és la de la publicació del treball concret
citat a la llista final de referéncies i no correspon, a vegades,
a la data original en que fou obtingut el resultat en qüestib .
Adjuntem al final una llista dels simbols utilitzats, en ordre
d'aparició . També incluim un índex terminolbgic dels termes
menys usuals que emprearem . No obstant, donarem a continuació
algunes de les notacions que seran fixes al llarg de tota la
memoria .
	
_ -
Si L és un cos i f. (X) ,g(X) E L[ X] , denotarem R(f,g) la se-
va resultant . Si M és una extensió finita de L i OEM denotarem
per Irr(6,L) el seu polinomi mini'mal sobre L .
Si 0 és un enter algebraic sobre P i f(X)=Irr(O,(Q) parla.-
rem sempre que ens convingui de 1'Index de f(X) en comptes de
1'index de 0, i ho denotarem i(f) .
Siguin 0 un enter algebraic sobre Q, f(X)=Irr(0,9), g(X),
h (X) E Qj X] i, mETl . Si pETL és un primer denotarem :
ip (0), ip(f), Rp (g,h), vp (m),
per indicar la poténcia amo que p divideix i(0), i(f), R(g,h) i
m respectivament .
Sigui p ETL un primer . Denotarem Qp,2Zp el cos dels nombres
p-ádics i el seu anell d'enters respectivament .IFq denotará el
cos finit de q elements, si q=pr . Sempre suposarem sense fer-ne
menció explícita que treballem en unes cláusures algebraiques
ít i 2 de Qp i ~Fp respectivament . Si L és una extensió finita de
9p , Tp C L Cíz, denotaren AL 1'anell d'enters, PL 1'ideal primer
de AL i vp la valoracib associada . També denotarem f(L/Qp) i
L
e(L/9p ) el grau residual i índex de ramificacib de L . L denotará
el cos residual AL/PL que identificaren amb 1'flnic subcos de íZ
de pf(L/QP) elements . Finalment, donat un enter algebraic sobre
Qp , BE &I, denotaren vp (0)= vP	 B /e (L/(Pp )
	
essent L qualsevol ex-
L
tensió finita de 0?
P
que contingui B . Denotarem també B 1'element
de ff obtingut prenent classe módul PL . Es clar que vp (0) i B
no depenen de L .
He d'agrair moltes coses a en Pascual Llorente en relacib
amb aquesta memoria ; no les enumeraré pas . Del que sí que m'agra-
daria deixar constáncia és de que el treballefectuat al seu cos
tat en 1'etapa immediatament anterior ha estat decisiu en la
meva formació con a matemátic .

CapItol 0 .
	
Ereu historia dels antecedents del _problema
§l . El paper de -1 'índex - en- la coristrucci6 de la teoria dels ideals
Intentant provar el Teorema de Fermat, Kummer introdueix
1'any 1846 el concepte de "nombre ideal" en un cos ciclotómic per
tal de tenir descomposici6 única en producte de primers en els
anells d'enters d'aquests cossos . A mesura que la teoria dels
nombres ideals es va donant a conéixer provoca una gran admira-
ci6 en tots els medís científics de 1'época i els seus resultats
s6n tan espectaculars que 1'extensi6 d'aquesta teoria a tots els
cossos de nombres és considerat, sense discussi6, 1'objectiu prio-
ritari dels teoristes de nombres d'aleshores . En els següents
anys son nombrosissims els matematics que ho intenten, de molt
diverses maneres, i amb resultats parcials més o menys accepta-
bles . Qui ho aconsegueix plenament és Dedekind .
El 1871, a la segona edici6 de les "Vorlesungen über
Zahlentheorie" de Dirichlet, Dedekind ja desenvolupa la teoria
abstracta dels ideals que coneixem avui en día . La teoria de De
dekind introdueix a 1'anell d'enters A de qualsevol cos de nom-
bres K una estructura aritmética (la que coneixem avui amb el nom
de domini de Dedekind) : tot ideal de A descomposa de manera úni-
ca en producte d'ideals primers . El coneixement complet d'aques-
ta estructura per a un anell concret comporta resoldre dues qües-
tions fonamentals :
a) Determinar la descomposició :
e l .pA = p1
	
. . .~P rr (1)
de tots els primers p E2Z .
b) Construir els Pi .
L'Cznic "defecte" que presentava la teoria de Dedekind és
que no era efectiva, és a dir, no proporcionava la manera de re-
soldre a) i b) en un cos concret . Si es volia una estructura a-
ritmética era, naturalment, per fer-la servir ; precisament la
gran motivació era que al igual que la teoria de Kummer havia
fet avangar extraordinériament 1'estudi de 1'equació de Fermat,
la teoria general permetria grans avengos en la resolució en ge-
neral de les equacions diofántiques . Veurem més endavant que
fou el propi Dedekind qui va corregir en gran par-t aqüesr defecte .
El 1874, Zolotareff elabora una teoria en la qual els
ideals primers que divideixen p són definits com les parelles
(p,a(B)} essent 0 un enter primitiu qualsevol de K i sp(X) un
dels factors irreduibles (mod .p) del polinomi minimal de 0 . A-
questa teoria és efectiva per definició, pero aquest punt de
vista presenta un problema essencial : provar que els ideals són
independents de 1'equació definidora considerada . Zolotareff ho
aconsegueix si p no divideix Z'índex de 0, de manera que si tots
els cossos de nombres tenien i(K)=1 la teoria era completament
satisfactbria, dones per a tot primer p existiria sempre un en-
ter 0 tal que p~i(0) . Posteriorment, el 1880 Zolotareff crea,
per un cama totalment diferent, una altra teoria dels ideals
perfectament rigurosa i sense excepcions . Ho fa a partir de la
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construccib d'un sistema de representants de A/pA . Aquesta teo-
ria és a més a més efectiva, perd el treballar-hi és enormement
feixuc . Per altra banda, d'aquesta manera també es perd la possi-
bilitat d'obtenir la soluci6 de a) i b) directament a partir de
1'equaci6 definidcra .
El 1878 Dedekind publica un treball fonamental :
[Dedekind,1878], el contingut del qual no té desperdici . Ja a la
introducci6 ens explica que feia molts anys que havia obtingut
uns resultats análegs als de Zolotareff de 1874, pero que no els
havia publicat per la seva incompletitud . Al §2 prova el seu fa-
m6s resultat :
Teorema 0 .1 . Sigui f(X)E=- 71[X] mónic i irreduible, 0 una arrel de
f(X), K=Q(0) i A 1'anell d'enters de K . Sigui p un primer tal
que p~i (0)
	
i sigui :
ef (X) __ ~
1(X) l . . . . . . pr(X)er
la factoritzaci6 de f(X) en producte de factors irreduibles a
l p[ X] . Aleshores,
(mod .p),
pA = P11 . . . . " Prr ,
essent Pi= (p,spi
(B)) i f (P i/p)=gr ( ,pi (X)) per a
tot i.#
Aquest imnortant .resultat converteix la seva teoria abs-
tracta dels ideals en "molt" efectiva . Perqué ho fos del tot fal-
taria provar que i(K)=1 per a tot cos de nombres K . Entenem per
tant que dediqui la resta del treball a aquest problema . Al §4
caracteritza els hipotItics d.c .i . de la següent manera :
Teorema 0 .2 . (*) Sigui K un cos de nombres . Un primer pE2Z divi-
deix i(K)
	
si i només si per algun m: 1 el nombre d'ideals primers
de K que divideixeñ p amb grau residual m és més gran que P(m),
el nombre de polinomis irreduibles de F [X] de grau m.#
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Queda clar, per tant, quina cosa provocaria 1'existéncia
de d .c .i .'s : una excessiva acumulacib d'ideals primers dividint
un mateix p EEIL amb el mateix grau residual . Es pot donar aquest
fenomen? Doncs si, al §5 Dedekind en dóna el primer exemple pro-
vant que 2=:P 1P2P3 al cos cúbic definit per X 3-X 2-2X-8 . Pel Teo-
rema 0 .2, 2ji(K) ; concretament, i(K)=2 .
En conseqüéncia, el Teorema 0 .1, per desgracia, no és una
solucib definitiva a a) i b) . Perb només queda pendent aquesta
solucib pels cossos amb i(K) >l (ara que sabem que n'hi ha) ; o
més precisament, només pels-primers que siguin d.c .i . . La comple-
ta superació d'aquest obstacle ha d'esperar Hensel .
En efecte, la veritable revolució que significa a finals
del segle passat la introduccib dels métodes p-adics té el, seu
origen en la resolució d'aquests problemes . Els treballs de
Hensel proporcionen la primera solucib completa a a) de la se-
güent manera :
Teorema 0 .3 . Sigui f(X)E7l[X] mbnic i irreduible . Sigui 9 una
arrel de f(X), K=Q(B) i A 1'anell d'enters de K . Sigui pE2Z un
(*) En realitat Dedekind dóna la condició següent : si f l , . . .,fr són els graus
residuals dels r ideals primers que divideixen p, p~i(K) si i només si exis-
teixen r polinomis W 1 (X), . . . .9r (X) irreduibles de lP[X] diferents dos a dos
i tals que gr(Spi.(X))=f, . A [Hense1,1894] es torna a provar aquest resultat re-i
formulant 1'enunciat (encertadament) com al Teorema 0 .2 . No sabem perqué, a¡-
x6 ha fet que després tothom hagi atribuit aquest resultat a Hensel .
primer i :
f(X)
	
= f1(X), . . . . . f r (X), (2)
la factoritzaci6 de f(X) en producte d'irreduibles a Q [X1 . Per
P
a cada i sigui 0 (1) una arrel de fi(X), K i---Qp (o (i
.) ) i PK . 1'ideali
primer de Ki . Aleshores :
pA = P 1 1 . . .'. .p rr ,
on e l=e (PK . /p) i f (Pi/p)=f (PK . /p) per a tot i .#i i
De manera que ens podem reduir a saber descomposar els pri-
mers de 7L en els cossos locals i aquest problema és soluble
doncs, amb la definici6 natural de ip (y) si y és un enter alge-
braic sobre TP, prova Hense l també que :
Teorema 0 .4 . Per a tota extensi6 finita L de 9p existeix un en-
ter yE L tal que ip (.Y)=0 .#
No obstant els d.c .i . continuaven preocupant els teoris-
tes de nombres . Ara la incógnita era en quina mesura eren o no
cassos realment excepcionals . La qüesti6 interessava vivament
doncs hi havia algunes reticéncies a acceptar els métodes de Hen-
sel com a substitutoris dels de Dedekind . El propi Hensel a
[Hense1,18941 se'n preocupa de donar més exemples de d.c .i . . Qui
confirma la relativa "abundancia" dels d.c .i . és Bauer .
El 1907 apareix un importantíssim treball, [Bauer,19071,
on per primera vegada s6n aplicades les técniques del polígon de
Newtón a 1'aritmética . La genial idea de Bauer permet factorit-
zar un polinomi a Q
P
[X1 observant només la poténcia de p que di-
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videix els seus coeficients . El poligon proporciona també condi-
cions suficients per assegurar que els factors obtinguts siguin
ja irreduibles . També dona informaci6 sobre els possibles va-
lors dels índexs de ramificaci6, determinant-los completament
en algunes ocasions ., Tot aixó en llenguatge modern ; Bauer no par-
lava per a res de Qp i aixó que els treballs de Hensel ja tenien
més de deu anys . Les reticancies de que parlavem?
El propi Bauer utilitza aquestes técniques en una doble
vessant . En primer lloc permeten "reconéixer" els d.c .i . rapida-
ment a partir de 1'equacib definidora ; per exemple a Dedekind li
costa tres pagines provar que 2 = P 1 . P2 . P3
en el cos cúbic definit per X 3 -X 2-2X-8, i
el poligon de Newton d'aquest polinomi ens
ho prova a Pacte doncs té tres costats di-
fig . 1
ferents (vegis fig .1) . D'altra banda el poligon es revela molt
eficag per la construccib efectiva de cossos de nombres amb
d.c .i . prefixats, doncs pel Teorema 0 .2 només cal construir cos-
sos de nombres amb determinades descomposicions (1) dels primers
de 7L . A [ Bauer,1907 b] es prova si p <n 1'existéncia de cossos de
grau :n en els quals p descomposa completament i si p < n-1 la de
cossos en els quals p = P1 " . . . " Pn-1 . L'exemple de Dedekind deixa
de ser "una singularitat" . Es prova uns anys més tard una mena
de recíproc d'aquests Gltims resultats de Bauer :
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Teorema 0 .5 .([Von Zylinsky,1913]) Si K és un cos de nombres de
grau n i pE7l divideix ¡(K) aléshores p <n .#
Aquest resultat és molt important ja que restringeix les
possibilitats de ser d.c .i . a una familia ben concreta de pri-
mers . Doncs bé, encara que cronológicament correspon mencionar-
lo aquí, es dedueix trivialment del Teorema 0 .2 . La gent va tar-
dar 35 anys a adonar-se'n!
Destaquem finalment que aquestes idees de Bauer culminen
en el treball (Ore,1923) on es refinen al máxim les técniques
del poligon i les seves aplicacions a aquests problemes . En par
ticular es prova per primera vegada el resultat,comunment atri-
buit a Hasse,de 1'existéncia de cossos de nombres amb descom-
posicions (1) arbitraries per un nombre finit de primers de íz .
Aquest resultat, després del Teorema 0 .2, acaba de mostrar que
no hi ha cap motiu per considerar els cossos amb i(K) >1 com a
cassos patolbgics .
§2 . El paper de i
p
(K) . La conjectura de Ore
Fins ara els d .c .i . s'han presentat com obstacles, la su-
peraci6 dels quals ha inflult
la teoria dels ideals i en la
Suposem que p és un d.c .i . de
car el
Z'obstrucció que
posició
Hensel . En efecte, si
factoritzaci6 (2) del
Teorema 0 .4, s'han de
un lloc determinat, és a dir,
fortament en el desenvolupament de
introducci6 dels métodes p-ádics .
K . Veurem a continuaci6 que aix2
com el fet de que ip (K)=0 ó >0 decideix la possibilitat d'apli-
métode de Dedekind, el valor de ip (K) és una mesura de
presenta p perqué ti sigui trobada la descom-
en producte d'ideals primers mitjangant el métode de
es volen fer efectives 1'obtenci6 .de la'
Teorema 0 .3 i la recerca de 1'enter y del
truncar els desenvolupaments p-Adics en
s'ha de treballar (mod .pS ) per a
s prou gran . El propi Hensel estableix quina és la cota mínima
de s que permet assegurar que la factorització (2) (mod .pS) és
suficient pels nostres propósits :
Teorema 0 .6 . Sigui
	
f (X) EYZ[ X] mónic i irreduible, pE2Z un pri-
mer i dp(f) la máxima poténcia amb que p divideix el discriminant
d(f) de f(X) . Si s>dp (f) i :
f(X) = F 1 (X) . . . . . . F r (X) (mod .ps ), (3)
és la factoritzaci6 de f(X) en producte de mónics i irreduibles
a 2Z/pSZZ , aleshores f (X) factoritza, f(X)=f1 (x)* . . . *fr (X) en
producte d'irreduibles a (yp
[X] . Cada factor satisfl f i (X)=Fi (X)
(mod .pS ) i a más a más fi (X) i Fi (X) defineixen a menys de con-
jugaci6 la mateixa extensi6 de (1p .#
en producte d'ideals primers en un cos de nombres K requereix
treballar com a minim (mod .pS ) amb :
De la coneguda relaci6 :
n n-1)
(-1) 2 d(f) = d(0) = ¡(0)2d(K),
on d(K) denota el discriminant absolut de K i n=[K :(Q], tenim:
essent dp(K) la máxima poténcia de p que divideix d(K) . De mane-
ra que ip(K), junt amb dp (K), proporcionen la cota mínima óptima
módul la qual s'ha de treballar per obtenir (3) .
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Per tant, trobar la descomposici6 d'un primer racional
s-1 = min {d (f)/f(X)=Irr(B,Qj } .
OEA primitiu
p
s-1 = min - { 2i (0) +d (K) } = d (K) +2i (K) ,
0 EA primitiu p p p p
Curiosament aquests dos invariants tenen una série de pro-
pietats paral.leles que intentarem fer paleses . Anotem una llis-
ta de propietats de dp (K) ben conegudes :
1) El fet de que dp (K) s'anul .li. o no ve determinat pel
tipus,de descomposicib (1) de p (s'anul.la si i només si p no
ramifica) .
2) El tipus de descomposicib de p no determina en canvi
el valor de dp (K) .
3) El cálcul de dp(K) és un problema local . En efecte,
si K 1 , . . .,Kr sbn els diferents cossos locals associats a p, dp (K)
r
ve determinat pels discriminants locals : d (K)= E d (K .) .
de ramificació .
4) Si K és Galoisia hi ha invariants més febles dels cos-
sos locals que ja determinen el valor de dp (K), són els nombres
El Teorema 0 .2 assegura que ip (K) té la propietat 1) . De
la propietat 2) el primer que s'en preocupa és Ore, el qual con-
jectura que ip (K) la satisfa :". . . man immer be¡ gegebener Form
der Primidealzerlegung eine obere Grenze fUr die Potenz angeben
kann, worin p in allen Diskriminanten aufgeht . Es ware sogar
denkbar, da8 diese gr5Pte gemeinsame Potenz von p in den Indizen
nur von der Form der Primidealzerlegung abhinge, ich halte diese
Vermutung für unwahrscheinlich."([Ore,1928,pag .111]) . La conjec-
tura de Ore és confirmada per Engstrom donant exemples de cossos
de nombres en els quals un determinat primer descomposa de la
mateixa manera i en canvi ip (K) pren valors diferents {Engstrom,
1930] . Ja no sabem res més sobre propietats de ip (K) ; de fet,
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posterior a aquest treball d'Engstrom totes les referéncies que
es troben a la literatura sobre els d.c .i . i ip (K) s6n més aviat
puntuals i no avangen gens en la línia d'idees exposada fins ara .
Destaquem : [ Bungers, 1936] ,
	
[ Carlitz, 1933, 1952] , [ Tornheim, 1955] ,
[Nage11,19651 i [Llorente-Nart,1983] . Un resultat que destacaria
seria [Sukallo,1955], on fautor pretén donar una fórmula explí-
cita per i (K) en el cas en que tots els ideals primers de K que
p
divideixen p tenen grau residual u, pero els seus resultats s6n
completament incorrectes com mostra,en particular,l'exemple
d'Engstrom (vegis també la Remarca al Corol .lari 1 .12) .
El problema de trobar invariants de K que determinin ip (K)
i el seu cálcul queda, per tant, sense resposta i així el podem
trobar com un dels problemes oberts de la llista de 1'excel .lent
llibre : [Narkiewicz,1974](* ) .
Clarament ip(K) no satisfá 3) ni 4) . El cálcul de ip (K)
no és un problema local doncs pel Teorema 0 .3 els índexs locals
s6n sempre trivials . No obstant, veurem al Capítol 1 que ip(K) sa-
tisfá una propietat paral .lela a 3) . També suposem que satisfá
una propietat paral.lela a 4) pero no ho hem pogut provar (végis
la Conjectura 1 .14) .
. §3 . La contribució d'Engstrom
A continuació passem a exposar amb detall els resultats
de [Engstrom,1930] ja que s6n el veritable punt de partida de
la present memória . A més a més estan escrits en un llenguatgé
molt clássic que dificulta considerablement la seva lectura .
(*) En un treball recent [S1iwa,1982) es tracta el cas en que p no ramifica .
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Separem aquests resultats en dos grups : els que es preo-
cupen de la determinacib de ip (K) en general i els que estan mo-
tivats per la confirmacib de la conjectura de Ore . Pel que fa re-
feréncia al cálcul de ip (K) en situacions més o menys generals
Engstrom concentra els seus esforgos en analitzar com influeix
en el valor de ip (K) el nombre d'ideals primers de K dividint
amb grau residual l . Obté una resposta completa que li permet
fins i tot calcular explicitament ip (K) en el cas en que els
ideals primers amb grau residual 1 tenen també índex de ramifi-
cacib 1 . Donem una idea de la demostracib doncs ens inspirarem
en ella més endavant .
En primer lloc és crucial per al cálcul en general de
ip (K) el següent resultat :
p
Teorema 0 .7 . ([Ore,1926]) Sigui f(X)E7L[X] mbnic i irreduible i
p E 7L un primer . Si f(X)=f 1(X)' . . .'fr(X)
	
és la factoritzacib de
f(X) en producte d'irreduibles a Qp
[X] aleshores :
r
i (f) = E R (f .,f .) + E i (f
i
) .#p 15i<j_<r p 1 7 i=1 p
Si un primer p descomposa completament en un cos de nom-
bres K, el seu polinomi minimal descomposa en producte de fac-
tors lineals a (1~[X] . Doncs bé, Engstrom mostra que, per a s
prou gran, aquests factors lineals els podem suposar arbitraris
(mod .ps ) . Concretament prova :
Téorema '0'.8 . Sigui K un cos de nombres de grau n i sigui pCTL
un primer que descomposa completament a K . Donats a l , . . . . arí EM
arbitraras i sE2Z, s> 0, existeix un enter B E K tal que el seu
polinomi minimal satisfá :
f (X)
	
= (X-a1 ) . . . . . . (X-an ) (mod .pS) .#
Amb aquestes mateixes notacions, si b 1 , . . . ,bnE 7Lp s6n les
veritables arrels de f(X), bi =ai (mod .ps ) implica que prenent s
suficientment gran podrem aconseguir que vp (bi -b j )=vp (a i-a j ) per
a tot i,j . Aplicant els Teoremes 0 .7 i 0 .8 tenim per tant que si
p descomposa completament a K :
i (K) = min {i (O)} = min { E v (a ¡-a . ) } .p 0 EA primitiu p a . E7L l-<i<j-<n pi
A [Hense1,1896] es prova que aquest últim minim s'obté prenent
els enters 1,2, . . . .n, de manera que .queda provat que :
'J
.
p 1-<¡<j-<n p k=1 p
Remarca . Aquesta suma es pot comptar de diverses maneres ; citem-
ne dues, la de [Engstrom,1930,th.2] i una altra :
n
i (K) = E [ n] (n - ([ n]+1)) = E
E1
[ k ] .
p pi 2 pi i:l k=1 pi
L'última igualtat essent certa sumand a sumand per a cada i .
consisteix en estendre aquest resultat, duna banda deixant que
apareguin ideals primers dividint p amb grau residual més gran
que 1, perb en nombre prou reduit (donat pel Teorema 0 .2) perqué
no contribueixin gens a 1'augment de ip (K) ; i de 1'altra perme-
tent que hi haga un sol ideal amb grau residual 1 i índex de ra-
2 2
El resultat més complet d'Engstrom en aquesta direcci6
mificació més gran que 1 :
Teorema 0 .9 . Sigui K un cos de nombres i p EíZ un primer . Si per
a tot m >1 el nombre d'ideals primers de K dividint p amb grau
residual m és més petit o igual que P(m) i tots els ideals pri-
mers de K dividint p amb grau residual 1 tenen també índex de ra-
mificació 1 excepte potser un d'ells, tenim :
n n0-1
i (K) = t( ~]
	
+ E E
p p i>1 k=1
on n 0 és el nombre d'ideals primers Pip amb e(P/p)=f(P/p)=1 i
t=0 6 1 és el nombre dels que satisfan f(P/p)=1 i e(P/p) >1 .#
Es a dir que si p té una descomposició (1) com 1'especi-
ficada en el Teorema 0 .9 sí que el valor de ip(K) queda determi-
nat per aquesta descomposició . Aquest resultat, junt amb algunes
fórmules per i2 (K) per algunes descomposicions particulars del
primer 2 li permeten comprovar que pels cossos de nombres de grau
més petit o igual que set, i
P
(K) está determinat sempre pel ti-
pus de descomposició (1) de p i calcula explicitament el seu va-
lor per a totes les descomposicions possibles . En canvi, prova
finalment que pels cossos de grau vuit en els quals 3=(P 1 p 2p 3p4 )
2 ,
i3 (K) val 2 ó 3 depenent de propietats dels termes independents
dels quatre factors quadrátics a V X] d'un polinomi definidor
qualsevol del cos . També mostra que aquest fenomen es manté pels
cossos de grau superior a vuit . D'aquesta manera queda provada
la conjectura de ore .

Cápitol 1 .	Sobre 1'índex d'un cos de nombres
Aquest primer capitol es pot considerar una continuaci6
del treball d'Engstrom en les dues vertents següents : esbrinar
quins invariants determinen 1'índex, ja que la descomposici6 en
producte d'ideals no ho fa, i estendre els cassos en que som ca-
pagos de calcular-lo . En el §l es resol la primera qüesti6 ; enca-
ra que el cálcul de ip (K) no és un problema local, el seu valor
ve determinat pel conjunt de les extensions locals . Aixó permet,
en el §4, confirmar amb més rotunditat la conjectura de Ore i es-
clarir el fenomen observat per Engstrom, mostrant que es presen-
ta sempre que hi ha una acumulació d'ideals primers de K dividint
el mateix primer de T1 amb el mateix grau residual i índex de ra-
mificació . En els §2 i 3 ens preocupem del cálcul de ip (K) en el
cas en que les extensions locals s6n totes totalment ramificades ;
destaca el Teorema 1 .10, o més prbpiament el Corol.lari 1 .12, el
qual estén forga les fórmules d'Engstrom .
Sigui p (=- 2Z un primer que considerarem fix al llarg de tot
el capitol i denotem per 52 una clausura algebraica de Q
p
. Sigui
E el conjunt quocient obtingut al classificar les extensions fi-
nites de Q)p , Q1p C L C 2, per conjugaci6 . Un polinomi irreduible
f(X)E=- 2Zp[X]
	
determina un únic element de E, un representant del
qual és L=k>P (0), on 9C=2 és una arrel qualsevol de f(X) . Direm
que f(X) genera L . Si dos polinomis generen el mateix L EE escriu-
rem f(X)^.g(X) . Finalment, si L CE denotarem SL el conjunt dels
polinomis de 7lp[X] mónics i irreduIbles que generen L .
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§l . Invariants que determinen ip (K)
Sigui & el subconjunt del ZZ=módul lliure generat per E
format pels elements :
n1L1+ . . .+ntLt,
	
Li E E,
tals que ni>0 per a tot i . Tot cos de nombres K te intrinseca-
ment associat un element de 9 que denotarem ep (K) . En efecte,
si P 1 , . .,P r s6n els ideals primers de 1'anell d'enters de K que
divideixen p, les diferents completacions KP ,,KP	 K per
1 r
la topologia Pi-ádica respectiva tenen una realitzaci6 concreta
dins 2, ñnica módul conjugaci6 . Si continuem denotant KP
i
aquests
cossos,
Qp
C KP
i
C 12, definim :
ep (K) = KP + . . .+KP .
1 r
Els KP s6n tots diferents com a cossos topológics peró les se-
i
ves realitzacions com a subcossos de 2 poden coincidir . Concre-
tament, si K/Q és Galoisiana i f(X)EZL[X] és un polinomi les ar-
rels del qual generen K, totes les imatges dels KP ; dins SZ coin-
cideixen amb L=IQp(81, . .,Bn), essent B1 , . .,B n les arrels de f(X)
a 12 . De manera que pels cossos de nombres Galoisians, ep (K)=rL,
essent L/Q>p Galoisiana . D'ara endavant pensarem sempre els KP .i
com elements de E, és a dir que prescindirem de la seva estruc-
tura topológica .
Donat qualsevol rEE9 és molt fácil construir cossos de nom-
bres K tals que ep (R)=P . Si I' = L1 + . . .+Lr , prenem per a tot i
polinomis fi (X)E SL, i considerem,
i
f(X) = f1(X) " . . . " fr(X) + psg(X),
r
amb s > d
	
(II f .(X)) i g(X) adequat per tal que f(X) sigui irredui-
p i=1 1
ble a Q. Una arrel qualsevol de f(X) genera un cos de nombres
satisfent el que preteniem.
El nostre objectiu és mostrar que aquest element ep (K) de
determina el valor de ip (K) . Per provar-ho ens inspirarem en
el Teorema 0 .8, el qual permet a Engstrom provar que i p (K) es-
tá determinat pels cossos en els quals p descomposa completament,
és a dir pels cossos tals que e (K)=nQ . El primer fue farem, per
p p
tant, será generalitzar el Teorema 0 .8 del cas ep(K)=nQp al cas
general . La idea clau que permet la generalitzaci6 és la seguent :
si 0¡ w s6n dos enters algebraics sobre
`P
que estan "aprop" per
la distáncia ultramétrica usual de 52, aleshores els seus polino-
mis minimals s6n congruents (mod .pS ) per s "elevat" . Aquest fet
1'imaginem conegut pero per manca de referéncies concretes 1'e-
nunciarem i provarem amb precisib .
Sigui 1 1 1'fanic valor absolut definit sobre 2 que coin-
cideix sobre IPp
amb el valor absolut p-ádic, IXI=p-vp (x) . Sigui
Sn el conjunt dels polinomis de 7Lp[X] mónics, irreduibles i de
grau n . Considerem les seguents distáncies ultramétriques defi-
nides sobre Sn :
essent f(X)= E a .Xn-1 , g(X)= E b .Xn-1 ES d'arrels
i= 1 i=1 n
([Krasner 19661)
d(f,g) = max {la
15i<n 1
.-bil}
A(f,g) = min { 10i-w.
7
}
1 <i. , j Q,
dn (f,g) = IR(f,g) j l/n = ~f(i)
, = g (, 9 j ) l,
wl, . . .,n En respectivament . L'interés puntual que tenim en a-
quests moments és provar que A és més fina que d . No obstant, per
tal de donar un resultat més complet provarem el seguent :
Proposici6 1 .1 . Les tres distáncies d,A i dn s6n equivalents .
Demostraci6 . Siguin f(X),g(X) ESn d'arrels respectives 0=0 11 . . . .
0
n
; c,=wl , . . . .n En. Si SEU , S>0, les següents implicacións s6n
clares :
f(X)~=g(X) (mod .ps ) - f(w)=_0 (mod .pS )
n
v ( n (w-Oi) ) >: S
P i=1
max {v (w-0 .)} > s/n .
l<-iÑI
	
P i
Aixó prova que d % dri : A. La desigualtat que de veres necessitem
és la menys immediata . Sigui A 1'anell d'enters de Q1 (0) i con-
7r
-siderem el morfisme d'anells A .S- A-/psA . Si u= p (0) sabem que
puAC TZp[01, de manera que per a s ? u tenim :
P
ker (TrslZZ [ 0 1 ) = ker (7r s) n7Lp[ 0] = PSAn7Zp[ 0] C ps-u 7Zp[ 0] .
P
Per tant, si 0 S denota la composici6 dels morfismes canbnics,
TZp[ X] -q 7Zp[ X] /f (X) --~, Tlp101 -r A ;, A/psA,
tenim que ker(0S) C(ps-u,f(X)) . En conseqüéncia, 0=w (mod .pS )
ens d6na 0 S (g(X))=0 i per tant g(X) E (ps-uj (X)) . Al ser els dos
polinomis mónics i del mateix grau, a la forga f(X)=g(X) (mod .ps-u) .
Per tant A>d i la proposici6 queda provada .#
Ja podem provar la generalitzaci6 del Teorema 0 .8 :
Teorema 1 .2 . Sigui K un cos de nombres, A 1'anell d'enters i
PA = P1l " . . . "Prr,
la descomposici6 de p en producte d'ideals primers de A. Siguin
Kp	,. . . .KpC=E les corresponents extensions locals i g l (X), . . . .
1 r
gr(X)
poli
nomis qualsevols tals que gi (X) C-S
	
per a tot i . A-
~i
leshores, donat sE~Z, s> 0, existeix OCA primitiu tal que si
f(X)=Irr(0,0) i f(X)=f1(X)- . . .'fr(X) és la seva factoritzaci6 en
producte d'irreduibles a7lp[ XI es té :
f i (X) = gi(X) (mod .ps), per a tot i .
Demostraci6 . Per a cada j siguin uj=ip (gj ) i B j E52 una arrel de
g j (X) tal que Kp
j=
Qp(0 j ) . Sigui 0 E A tal que :
m .
0 = 0 i (mod .P i 1 ) , 1,<i<-r, (1)
amb mi > ei (s+ui) . Podem suposar que 0 és primitiu doncs si no ho
fos considerem 0' = B+ptw amb wE A primitiu . Per a qualsevol
morfisme K-° >(E, 0'==o (0') equival a,
6-Q(6) + pt(w-a(w)) =0, (2)
de manera que prenent t prou gran ens podem assegurar a la vega-
da de que 0' satisfá (1) i de que (2) no és possible .
Sigui f (X)=Irr (0 ,9) i sigui f(X)=f1 (X) ' . . .'f r (X) la seva
factoritzaci6 en producte d'irreduibles a ?Lp[X] . Per a cada i el
morfisme K--+-KP . envia 6 a una de les arrels de fi (X) a S2,per1
tant, (1) i 1'filtima part de la prova de la Proposici6 1.1 mos-
tren que f i (X)= gi (X) (mod .ps ) .#
Si K és un cos de nombres d'anell d'enters A i KP , . . .,
1
KP- E E sbn les diferents extensions locals, pel Teorema 0 .7 te-
nim:
ip (K)
	
= min{ ip (0) /0 CEA primitiu } =
r
= min R (f .,f) + E i (fi )},1Si<j-<r P j1 i=l P
aquest filtim m1nim considerat entre totes les famílies de poli-
nomis f l (x), . . . . fr (X)Eap[ X] que aparéixen com a factors irre-
duibles a Zlp[X ] d' un f (X) E 7Z[ X] que sigui polinomi minimal d' un
enter 0 E A primitiu .
Per altra banda, donat un element qualsevol f = L1+ . . .+
Lr C=P. podem anomenar a tota familia de polinomis g l (X) E SL , . . .,
gr (X) E SL	una f-famTZia i definir :
r
r
I_ (f) = min f_ E R (g . .cr, .) +P f-families 1S¡<j-<r P 1 J i=1 Y 1
És clar que ip (K» Ip (ep (K)) . També és clar que les I'-families
tals que el producte g(X)=g1(X) . *gr (X) és un polinomi irredui-
ble de ZZ[X] una arrel del qual satisfá K=(Q(0) no poden ser ar-
bitráries ni molt menys . No obstant, pel Teorema 1 .2 podem tro-
bar f-families amb aquesta propietat "arbitráries (mod .pS )" i
per s arbitráriament gran . Ara, per a s prou gran, si dues famí-
lies de polinomis tenen els seus membres congruents dos a dos
(mod .p S ) es tindrá ip (fi)=ip (gi ) i Rp (f i ,f j )=Rp (gi ,gj ) per a tot
i,j . De manera que el Teorema 1 .2 prova que :
ip (K) = Ip(ep(K))1
per a tot cos de nombres K . Queda provat per tant el següent :
Corol.lari 1 .3 . Si K i K' s6n dos cossos de nombres i q ELZ és un
primer tal que eq(K)=eq(K'), aleshores iq(K)=¡q(K') . En particu-
lar si K i K' tenen els mateixos d .c .i . i per a tots ells és
eq(K)=eq(K'), aleshores i(K)=i(K') .#
Ja hem comentat al Capítol 0 que el cálcul de i p (K) no és
un problema local perqué "mirant" cada KP no veiem res dones no
hi ha índex local . Aquests resultats mostren que el que determi-
na ip (K) és el conjunt de tots els Kp . ,precisant aixi en quin
i
sentit i p (K) satisfá una propietat paral.lela a (3) del Capítol 0 .
Observis que també mostren que no es tracta d'un problema global
dones 1'estructura global de K deixa d'importar .
A la llarga el nostre objectiu haurá de ser saber calcu-
lar Ip (r) per a tot r G P. . Centrem-nos de moment en el que resta
de capítol en acabar d'esclarir perqué és que la sola descompo-
sici6 de p en ideals primers de K no determina ip (K), quines des-
composicions si que ho farien, explicar satisfactbriament el fe-
nomen observat per Engstrom que confirma la conjectura de Ore i
mostrar com un domini encara elemental del cálcul d'índexs i re-
sultants ja permet, grácies al Teorema 1 .2, estendre ámpliament
les fórmules d'Engstrom.
Remarca .
	
Tots els resultats d'aquest parágraf s'estenen sense
cap dificultat al cas relatiu i no ens hem situat d'entrada en
aquest cas exclusivament per comoditat en 1'exposici6 .
§2 . r-configuracions . El .cas totalment ramificat
ma de Hensel :
Sigui f(X)E2zp[X] un polinomi mónic i irreduible . Pel le-
f (X)
	
= ~p (X) m (mód .p) ,
essent ~o(X) un polinomi mónic i irreduible de IFp[X] . Está clar
que 9(X) está univocament associat a f(X) . Si L=Rp(0) essent 0
una arrel qualsevol de f(X), el grau de 9(X) és un divisor del
grau residual de
L/QP
doncs tenim,
IFp C IFp (0) C L,
i clarament sp(X)=Irr (B ,IFp ) .
Expressarem les diferents possibilitats que tenen les
r-famílies de "repartirse" els polinomis irreduYbles de IFp[X]
que han de tenir associats els seus membres mitjangant un esque-
ma gráfic que ens será molt útil . Considerem per a cada L EE u-
na caixa amb tantes subdivisions com polinomis irreduYbles de
Fp[X] de grau divisor del grau residual de L/Qp . Donat un r E&
i una r-familia, expressem el fet de que un polinomi fi (X) (X)ES
tingui associat un determinat polinomi irreduible sp(X) de
Fp[X] col .locant un quadradet a la subdivisib de la caixa L i
que correspon a 9(X) . Cada possible esquema gráfic aix1 obtin-
gut 1'anomenarem una r-configuració . És fácil comprovar que do-
nats r E$ i una r-configuració qualsevol que PaJuem imaginar, sem-
pre es pot construir una r-familia que tingui associats els po-
linomis irreduYbles de IFp[X] que la r-configuració indica .
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Exemple 1 . Si L=Q3 (J3) i 1'=2Q 3+L les possibles 1'-configuracions
són, a menys duna permutació de X, X+1 i X-1 :
% 1 1 L 1 1 Q3
	
L
~1 _-1.-1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 .1 1
X X-13 X-1 X X+1 X-1 X X+1 X-1 X X+1 X-1
Q3 L Q3 L
X X+1 X-1 X X+1 X-1 X X+1 X-1 X X+1 X-1
Exemple 2 . Si L=(P3 (J- 1) i 1'= nL, com que L/Q3 és no-ramificada
les 1'-configuracions són les possibles reparticions de n quadra-
dets dins de la caixa :
X X+1 X-1 X2+1 X2+X-1 X2-X-1
El fet de que una 1'-familia tingui una determinada I'-con-
figuració ja dóna una certa idea del valor :
r
E R (f .,f .) + E i (f .), (3)
1<i<j<r P 1 3 i=1 P i
doncs és ben ciar que si f (X) g (X) E7Lp[ XI sbn mónics i irredui-
bles, Rp (f,g) ) 0 si i nomás si f(X) i g(X) tenen associat el ma
teix polinomi irreduible de It=
P
[X] . De manera que 1'acumulació
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de quadradets en una mateixa columna provoca en principi un aug-
ment de
	
E R (f ,f .) i sembla natural que si volem minimit-
1<i<j<r p i
zar aquest valor convindra repartir el maxim possible els quadra-
dets entre les diferents columnes . Naturalment que després hi ha
una altra qüestib cabdal : quins valors pren Rp (f,g) per polino-
mis de la mateixa columna?
Una resposta precisa a aquestes qüestions i que ens perme-
tra més endavant obtenir el valor de Ip (r) per alguns rE& la do-
narem en aquest parágraf pero limitant-nos al cas en que totes
les extensions que componen r són totalment ramificades . Sota a-
questa condició totes les caixes de les r-configuracions tenen
p subdivisions corresponents als polinomis X, X-1, . . . . X-(p-1) .
A més a més les columnes també són totes "iguals" ja que podem
passar d'una a 1'altra per un canvi lineal, el qual obviament
deixa .invariants .els valors de i (f) i R (f,g) . .Per tant podem
p p
limitar-nos a estudiar la columna dels polinomis que satisfan
f(X)=_Xn (mód .p), del quals interessen especialment els Eisenste-
nians ; en efecte, és fácil comprovar que :
Lema 1 .4 . Sigui f(X)E2Zp[X] mónic, irreduible, de grau n i tal
que f(X)=Xn (mód .p) . Aleshores ip (f)=0 si i només si n=1 S f(X)
és Eisensteniá .#
A continuacib consignen alguns resultats sobre el calcul
de Rp (f,g) . Comengem amb un resultat no gens difícil de provar
i que, d'altra banda, esta incluit en el tractament més general
del calcul de Rp (f,g) que fem en el Capitol 2 .
Lema 1 .5 . Siguin f (X) ,g(X) E21 [XI
	
mbnics, de graus n,m respecti-
p
vament i tals que f(X)=Xn, g(X)=Xm (mód .p) . Aleshores Rp (f,g)
inf{n,m} . Les següents condiciona són suficients per assegurar
la igualtat :
desprén que :
1) n=m i que un polinomi sigui Eisensteniá i 1'altre no .
2) n <m i que g(X) sigui Eisensteniá .#
A [Krasner,1966] es dona una fórmula per calcular Rp (f,g) .
de dos polinomis Eisenstenians del mateix grau n :
R (f,g) = min {n .v (pa .-pbi)+(n-i)}, (4)
p l<i~n p 1
n n
essent f(X) = Xn+p E aixn-l , g(X) = Xn+p E biXn-l . De la qual es
i=1 i=1
Rp (f,g) = n a an :É bn (mód .p) . (5)
Tornem amó les P-configuracions . Podem assignar a cada
P-configuració el valor mínim que pren (3) considerant les .r-fa-
mílies que tenen aquesta configuració . Per exemple, utilitzant
el que acabem de veure sobre el cólcul de Rp(f,g) es comprova
fácilment que aquest valor mínim és de 3,2,1.1 0 respectivament
per les configuracions de 1'Exemple 1 . Així doncs, té sentit
comparar les possibles r-configuracions d'un determinat PE &, i
n'hi haurá sempre una de mínima que és la que donará el valor de
Ip (P) . És natural preguntar-se si hi ha alguna mena de distribu-
ció standard .dels quadradets que, independentment de r, permetés
obtenir sempre la configuració mínima . Veurem a continuacib que
si prescindim de E ip (fi ) i suposem que Rp(f,g) pren sempre el
i
minim valor possible, donat Del Lema 1 .5, si que hi ha una manera
standard d'obtenir la configuraci6 mínima .
Proposició 1 .6 . Suposem que tenim n l
+ . . .+nr objectes situats res-
pectivament en r caixes, cadascuna de les quals consta de q sub-
divisions, q : 2 . Assignem a cada caixa un valor e iE 7L, satisfent :
0 Se 1 Set -< . . . . Ser .
	
(6)
Denotem una distribució qualsevol dels objectes de cada caixa en-
tre les subdivisions per :
ni = ti,l+ . . . .+ti#q, ti,k >-O,
1 Sk -< q,
si la distribució (7) satisfá les dues condicions :
pera tot 1 S i Sr .
na sola caixa la suma total dels pesos és :
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per a tot 1 Si -<r . Si a cada parella no ordenada d'objectes si~
tuats en una mateixa subdivisió de les caixes i,j els hi assig-
nem el pes min{e;,e,}, la suma de tots aquests pesos és mínima
J
max { Iti,k-ti,l }S1, (8)19c<1Qq
i i
max { E t . - E t }S1, (9)
1,QcQ~ j=1 ~ , k j=1
.~ ,1
Demostraci6 . Per inducci6 sobre el nombre de caixes . Si tenim u-
( E 1+2+ . . . .+(t 1,k-l»-el, (10)t1,k~l
Si la distribució no satisfá (8),existiran dues subdivisions k,l
tals que tl,k-t1,1 >2, per tant, si treiem
. un objecte de la sub-
divisió k i el col .loquem a la subdivisió 1 obtenim una nova dis-
tribuci6 per a la qual el valor (10) disminueix exactament en
(tl,k-t1,1-1) .e 1 %0 . Després d'un nombre finit de canvis com a-
quest obtenim una distribuci6 que satisfá (8) i amb suma total
de pesos menor o igual que la de la distribuci6 de la qual ha-
viem partit .
Suposem la proposici6 provada per a r-1 caixes, r : 2 . Ex-
pressem la suma total dels pesos d'una distribuci6 (7) qualsevol
i la duna distribuci6 que satisfaci (8) i (9) respectivament per :
r r-1
	
r r-1
A = E aiei + E xiei ; B = E biei + E yiei ,
i=1 i=1 i=1 i=1
on ai ,bi conten el nombre de parelles de la caixa i-éssima situa-
des en una mateixa subdivisi6 i xi ,y i el mateix, peró amb pare-
lles un membre de les quals sigui de la caixa i-éssima i 1'altre
d'una caixa de valor superior . Més precisament,
q q
- i 2 k=l ti,k(ti,k-1) i. xl k=1
tl,k(j>it0,k) .
Prescindim en les dués distribucions de la primera caixa i i-
maginem que els valors associats a les r-1 caixes que ens queden
s6n respectivament :
0 5 e 2-e l ~< e 3-e l ~< . . . . 5 er-e 1 .
Clarament la segona distribuci6 continua satísfent (8) i (9) . Per
hipótesi d'inducci6 tenim :
r r-1 r r-1
E ai (ei -el )+ E xi (ei-e l ) > E bi (e i-e l )+ E yi (ei -e.l ) . (11)i=2 i=2 i=2 i=2
D'altra banda, si imaginem que tenim tots els objectes reunits
en una sola caixa amb valor e 1 i distribuits entre les subdivi-
sions tal com estan, la suma total dels pesos és :
r r-1
	
r r-1
( E al + E xi) .el, ( E bi
+ E Y¡)-e1, (12)
i=1 i=1 i=1 i=1
respectivament . Ara, la primera d'aquestes expressions és més
gran o igual que la segona ja que Púnica caixa que hem format
amb la distribució que satisfeia (9) clarament satisfá (8) . A-
questa desigualtat sumada a (11) ens d6na que A és més' gran o
igual que B, tal com desitjavem .#
Aquest resultat suggereix quines P-configuracions s6n bo-
nes candidatas a minimitzar sempre el valor de (3) independent-
ment de r.
Definici6 . Considerem una configuraci6 que consti només de cai-
xes corresponeüts á extéfisions totalment ramificadas . (Jrdenem
les caixes de manera creixent segons 1'index de ramificaci6, or-
denant les d'igual índex de ramificaci6 de qualsevol manera en-
tre elles . Denotem ti,k el nombre de quadradets de la k-éssima
columna de la i-éssima caixa . Direm que la configuraci6 és nor-
mal si satisfá les condiciona (8) i (9) de 1'enunciat de la
Proposici6 1 .6 . Parlarem sempre de "la" configuracié normal dones
és única a menys d'una permutaci6 de les columnas .
Notis que la condici6 (8) imposa la distribució equitati-
va a cadascuna de les caixes i la condici6 (9) la imposa a la
reunió de les primeres i caixes, per a tot i . Un exemple de con-
figuraci6 normal pot ésser :
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Ja sabem que aquesta situacid ideal en la qual Rp (f,g) pren
sempre el mínim valor possible no es donará en molts cassos, pero
tot i així sembla natural fer la :
Conjectura 1 .7 .
	
Per a qualsevol FE & compost només d'extensions
totalment ramificades la I'-configuracib normal és sempre mínima .
Doncs bé, si L=93 (,f3), r=293+8L n'és un contraexemple . En
efecte, el mínim valor que pren (3) considerant I'-famílies que
tinguin la configuracib normal és 25 . Aquest valor es pot obte-
nir de dues maneres :
0 0 6 3 8 8 0 0 5 3 9 8
on els numerets sota de cada columna indiquen la contribucib dels
polinomis d'aquella columna i el numeret entre les caixes la que
aporten tots els que estan a la matéixa columna perb en caixes
diferents . Justifiquen aquests valors :
Un polinomi Eisensteniá f(X)=X2+3aX+3b genera L si i no-
més si b--1 (mód .3) ; per tant, si g(X)=X 2+3a'X+3b'E SL també és
Eisensteniá, R3 (f,g) >3 i R3 (f,g)=3 si i només si ajia' (mbd .3)
(vegis (4)) . Per tant, per minimitzar tres polinomis de SL sobre
una mateixa columna (pensem en la columna X) és millor prendre'n
dos d'Eisenstenians i un tercer amb terme independent divisible
per 9, per exemple h(X)=X3+15X+9 . Es .té R3 (f,h)=R3 (g,h)=2 pel Le-
ma 1 .5 i per tant
	
E
R3 (fi ,fj )=7, E i 3 (f i )=i3 (h)=1 ; mentre que si
els pensem tots tres Eisenstenians, encara que fem a=_0,1,-1 (mbd .3)
respectivament,tindrem E R3(fi,f .)=9, E i 3 (f i )=0 . Peró per altra
i<j i
banda, un Eisensteniá fa R (f t) =1 amb qualsevol t (X) E7L (X] de
grau 1 , (Lema 1 .5) mentre que R3 (h,t) : 2 .
Ara bé, aquests mateixos raonaments mostren que 1 3 (f)=24 i
que la configuracib que minimitza és :
Aquest exemple, que a més a més no és gens aillat, ens fa
veure que donar fbrmules per Ip(f) pot ser tremendament complicat
fins i tot restringits al cas en que les extensions són totalment
ramificades . Fem observar que ni tan sols som capagos de calcu-
lar el valor minim que pren (3) en una configuracib normal en ge-
neral doncs caldria saber, entre d'altres coses, qué passa dins
d'una sola caixa i aixó sol ja comporta una enorme complexitat
(veure el Capítol 4) . El que farem en el següent parágraf és bus-
car elements PE ~ pels quals, ajudant-nos de la Proposicib 1 .6
poguem assegurar que la configuracib normal és mínima i donar
fbrmules de Ip(f) només per aquests .
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§3 . una fórmula
A la vista del contraexemple a la Conjectura 1 .7 i de la
Proposici6 1 .6 ens concentrarem en elements de & amb un nombre
prou limitat de repeticions de les extensions com perqué els va-
lors Rp (f .g) siguin. tots minims . El resultat clau que permet pre-
cisar amb detall aquesta limitacib és el Teorema 1 .8 . En la se-
va prova utilitzarem un resultat del Capitol 4, on s6n estudia-
des amb més generalitat propietats dels polinomis que generen ex-
tensions totalment ramificades .
talment ramificades de Qp
de grau n .
Teorema 1 .8 . Sigui n=psm, p~m .
Sigui
	
SE = {f(X)E Sn Eisenstenians) . Considerem 1'aplica-
_ n
cib SE N - IFp definida per N (f (X)) =an , si f(X)=Xn+p E aixn-i.
i=1
Si classifiquem els elements de Sn per conjugacib el.conjunt quo-
cient és Eñe, el subconjunt de E format per les extensions to-n
L'aplicacib N "baixa" als respectius quocients i d6na
lloc a una aplicacib Eñe N ,- IF*/ I[-*m .
p p
2) Si p~n, Ñ coincideix amb la coneguda bijeccib que hi
ha entre aquests dos conjunts ([Hasse,1980,ch .16J) .
3) Per a tot LE Eñon , N(L)=N(L0), essent L0 1'Cnica sub-
extensib moderadament ramificada de L/Qp de grau m.
Demostraci6 . Si p~n les afirmacions constitueixen el Corol .lari
4 .4 . En el cas general, si LE Emn i f (X) ,g(X) E SE () S L , prenem
7r,zr'E L arrels respectives . Tenim :
NL/Q
P
(x)-NL0/QP (NL/L0
(70)=pa,
	
i
grcm+ N j IF "
NL/9 (7r')=NL /~ (NL/L (Ir'))=pa',p 0 p 0
amb a,a'E 71p . Ara bé, NL/Ln (7r) i NL/Ln (ir') s6n uniformitzants
de L0/®p, per tant els seus polinomis minimals sobre Q
P
s6n Ei-
senstenians i pertanyen tots dos a S L . Pel que sabem del cas
0 *
moderadament ramificat les classes de a i a' mc)dul IP m coinci-
P
deixen amb N(L0
En altres paraules, si f(X),g(X)E SE
f (X) ti g (X)
i en el cas moderadament ramificat val el recfproc . En general,
si f (X) E S L , g (X) E SL
' s6n Eisenstenians, N (f (X)) =N (g (X)) módul
*m
jF implica que
L/9P
i L'/Qp tenen la mateixa subextensi6 mode-
radament ramificada de grau m .
Ja tenim les cotes que anávem buscant :
n) és exactament de (p-1)/(m,p-1) .
SENn-
n
n p p
IN (f (X)) = N (g (X) ) mbdul IFpm , (13)
Corol.lari 1 .9 . Sigui L/Qp totalment ramificada de grau n=psm,
p~m . El nombre máxim de polinomis Eisenstenians de SL amb la
propietat de que dos a dos tots tinguin Rp (f,g) minim (igual a
Demostraci6 . Per (13), si f(X)E SL és Eisensteniá el seu terme
*
independent és de la forma pa, on aE ÍFp pertany a una classe
determinada de IP/ IFpm . És fácil comprovar que els a poden pren-
dre tots els valors d'aquesta classe ; en total s6n (p-1)/(m,p-1)
-*M
=card(II-p ) valors diferents . Per (5) queda provat el Corol.lari.#
Ja estem en condicions d'enunciar la fórmula . Per 2) del
Teorema 1 .8, si pb, els polinomis de SE que generen extensions
distintes fan automaticament Rp (f,g)=n ja que les classes (mbd .p)
dels termes independents (dividits per p) pertanyen sempre a sub-
conjunts disjunts de IF
p
; pel Corol.lari 1 .9, podem considerar
elements de & en els quals les extensions de grau n estiguin re-
petides fins a p(p-1)/(m,p-1) vegades cadascuna . En canvi, si
pln poden haver extensions distintes amb la mateixa imatge per N
i per assegurar R (f,g) mínim en tot cas hem d'exigir que per a
p
cada OE
	
IF P*/F P
m la sumade totesles extensionsde grau namb
Ñ(L)=1 sigui menor o igual que p(p-1)/(m,p-1) . Per comoditat, en
1'enunciat del Teorema 1.10 només donarem aquesta última condici6
ja que la primera hi queda englobada . Finalment destaquem que no
limitem el nombre de vegades que es repeteix 1'extensi6 trivial
donat que el Teorema 0 .9 ens d6na un control exacte del valor
que pren min { E R (fi , f . ) ) .
i<j p 1 J
Teorema 1 .10 . Sigui I' = n0Qp+n1L 1+ . . .+nrLrE 9 tal que les Li/Qp
s6n totes distintes, totalment ramificades i ordenades per [L :QP
]
creixent sense importar 1'ordre entre les del mateix grau . Supo-
sem que per a tot e E7l, e >1, si e=psme , pXme se satisfa :
E ni 5, p(p-1)/(me,p-1), per a tot
[Li :O?P
]=e
N(Li ) =i9
Aleshores la P-configuraci6 normal és mínima i :
r n . n .
Ip (r) = Ip(n0Qp) + E [
P
] (ni - 2 ([ P
] +1)) e l	+
i=1
t9E IFp/ IFp .(14)
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essent ui= E n . i el=[L¡ :~] .i<j
aquest minim val :
buits .
r-1
	
ni u¡, niE C¡ [ pui) + u¡ [ pl - P[ p[p1 +i=0
ni u¡+ max {ni + u ¡ -
p([
P] + [ P ] + 1), 0 » e ¡ ?
E [ t
j>o
Pjl{t-pJ( P 2 )) .
[
t.1 +1
Considerem una r-configuraci6 qualsevol,
ni = ti,l
+ . . . . + t¡ .p' 0
<i <r .
(15)
Demostraci6 . Pels Lemes 1 .4 i 1 .5, el Teorema 1 .8 i el Corol .
lar¡ 1 .9, la condici6 (14) permet assegurar que la r-configura-
ci6 normal pren el valor minim de (3) considerant només polino-
mis amb ip (f)=0 i tals que tots els valors de Rp (f i ,f j ) s6n mí-
nims excepte si tots dos polinomis estan a la primera caixa . Per
altra banda no és difícil comprovar que aquest valor mínim ve
donat per (15) . La Proposici6 1 .6 ens ajudará a provar que a-
quest valor és el minim pbssible . No s'en desprén de manera au-
tomática perqué els pesos interns de la primera caixa no s6n
sempre mínims .
El resultat de [Hensel,1896j ja comentat al Capitol 0 de
que I p(n0(PD) s'obté considerant els polinomis X-1,X-2, . . . . X-n0
implica en particular que el min{ E R (f 4 ,f .)} prenent t poli-
i<j P 1 J
nomis d'una mateixa columna 1'obtindrem (si per exemple és la
columna X) considerant els polinomis X-p,X-2p, . . .,X-tp . Per tant
Aixó permet saber quin valor pren min{ E R (f .,f .)} considerant
i<j P 1 J
9P
polinomis de S encara que no estiguin equitativament distri-
Per a qualsevol P-familia amb aquesta configuraci6, concedint-li
que E ip (fi )=0 i que tots els Rp (f i ,fj ) s6n mtnims excepte quan
i
tots dos polinomis s6n de la primera caixa tindriem :
p
	
r r-1
ERp(fi ,f j ) = E (i; Aj,k ) + E aie i + E xiei ,
i<,' k=1 J>0 i=1 i=0
on per a cada 0 < i < r, 1 < k < p, j > 0, hem denotat :
P P
al = 2 E ti.,m(t¡,m1), xi = E ti ~m ( E tl,m),m=1 m=1 1>i
t (t /pj ] +1Aj,k = O
í
k
I(tO,k
- p j ( O,k2 ))
P
El valor (15) també el podem expressar de la mateixa manera :
r r-1
E B . + Z b.e . + E y .e .,
j>l 3 i=1 1 1 i=O 1 1
on els bi,yi tenen els corresponents valors de (16) perb per la
distribuci6 normal i B j denota per a tot j >O :
n (n /pil+1
Bj = ~ 1 (no - pj ( 0 2 ) )
P
Per la Proposici6 1 .6 tenim :
r r-1 r r-1
E aiei + E xiei > E biei + E yie i ,
i=0 i=0 i=0 i=0
per tant només ens falta provar que :
P
E ( E A ) - a 3 ( E B .) - b ,
k=1 j>0
.~,k 0 j>l J 0
la qual cosa és equivalent a :
P
E ( E A . ) > E B .,
k=l j>l 7,k j>2 7
(16)
P
doncs clarament a0= E AO,k i b0 =B 1 . Provarem sumand a sumand quek=1
per a cada j > 2 és :
p
kElAj-l,k > B j .
	
(17)
Aixb també surt com a conseqüéncia de la Proposici6 1 .6 aplicada
a una sola caixa amb valor assignat 1, pi subdivisions i que con-
tingui n0 objectes distribuits :
n 0 - v1,1+ . . .+v -l +v1,2
+. . .+v _ l	+ . . . . . . . .+v _ l r
p~ ,1 p~ ,2 p~ ~p
on els v . vindrien determinats al fer una distribuit6 equita-i,j
tiva de cada t0 .k en pj -l subdivisions imagináries, és a dir :
t 0,k = vl,k+. . . .+v _ l	1 <k-<p,p~ ,k
i imposant que max _1 {I°1 -< 1 . La suma de tots els151<n<_p~ 'k-vm,k~}
pesos d'aquesta caixa d6na el membre de 1'esquerra de (17) o el
de la dreta segons si fem aquesta subdistribuci6 imaginária a la
primera caixa de la P-configuraci6 considerada o a la de la nor-
mal . #
Al parágraf següent tractarem el problema de determinar
ip (K) només en funci6 de la descomposici6 de p en producte d'i-
deals de K; és a dir imaginant que no sabem quina és 1'extensi6
local associada a cada P i . Per aplicar el Teorema 1 .10 ens hem
d'assegurar que en tot cas se satisfá (14), per tant haurem
d'exigir que per a tot e >1 el nombre d'ideals primers dividint
p amb índex de ramificaci6 e sigui ne <p(p-1)/(me,p-1), ja que
hem de cobrir la possibilitat de que totes les extensions locals
corresponents a aquests ideals tinguin la mateixa imatge per N .
Fins i tot aix1 estenem enormement el Teorema 0 .9 d'Engstrom
doncs aquesta restricci6 és forga més generosa que la E n <1
e>1 e
imposada per ell .
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§4 .
	
Sobre la conjectura de Ore
Podem definir un tipus de descomposició (t .d .) com una
familia {nf .e},
e,f,nf,e enters, f,e >O, nf,e %0,
tal que
E nf ,e -.
Donats un primer pE2Z i un cos de nombres K, els hi
f,e
associem el t .d . que s'obté considerant que nf .e sigui el nom-
bre d'ideals primers P de K tals que e(P/p)=e i f(P/p)=f .
A [Ore,1923] es prova que donats un primer pETL i un t .d .
qualsevol, sempre existeixen cossos de nombres K amb aquest t .d .
associat a p i a[Ore,19281 es conjectura que per aquests cossos
i p(K) pot prendre valors diferents . La conjectura és provada
per Engstrom mitjangant un exemple .
El Teorema 1 .2 permet assegurar que alguns t .d . si que
determinen el valor de i (K) :
p
Corol.lari 1 .11 . Sigui {nf,e} un t.d . tah que per a
tot e,f tals
que nf,e >0 sigui pXe
i (e,pf-1)=1* . Aleshores ip (K) pren el ma-
teix valor en tots els cossos de nombres K en els quals p té a-
quest t.d .
Demostració . Si pie i (e,pf-1)=1 hi ha, módul conjugació, una
única extensió finita de Qp
amb grau residual f i índex de ra-
mificacib e . Per tant el t.d . determina ep(K) .#
Remarca . En particular ip (K) queda determinat pel t .d . de p sem-
pre que p no ramifica( * ) .
El fet de que en general no hi hagi una única extensió
(*) veure [Sliwa,1982,Corollary 1] .
finita de
Qp
amb grau residual i índex de ramificaci6 prefixats
fa que una mateixa descomposici6 de p en producte d'ideals pri-
mers de K pugui donar lloc a diferents ep (K) i per tant a la po-
ssibilitat de ip (K)=Ip (ep (K)) diferents . No obstant, restringits
al cas f(P/p)=1 per a tot Pip, el Teorema 1.10 també permet asse-
gurar que si per a cada e > 1 el nombre d'ideals primers amb
e(P/p)=e és prou reduit (vegis el comentar¡ posterior al teore-
ma), encara ip(K) queda determinat pel t.d . :
Corol .lari 1 .12 . Sigui {n f,e}
	
un t.d . tal que :
Y, nf,e 6 p (f) per a tot f> 1, i
e
nl,e -< p(p-1)/(me,p-1) per a tot e >I,
essent e=psme , Pyme . Aleshores ip (K) pren el mateix valor en tots
eis cossos de nviuu es K en els qüais p té aquest t.d . i va! :
ip (K) = ljl[-11 (n l-21 ([Pi1+1)) + e>1[ p1 (ne 2([ P1+1))e +
+ E
Cn
e[ P 1 +ue[ P 1 -p[ -211 P 1 +max {ne+ue-p ([
e,[__2]+1) 0 e,
e:l
on hem denotat ne=nl,e i ue= E nk per a tot e.#k>e
Remarca . Aquest resultat mostra que fins i tot en aquests cassos
en que ip (K) ve determinat pel t.d . de p les fbrmules de [Suka-
llo,1955] s6n incorrectes .
Finalment, si el t .d . de p permet la possibilitat de e (K)
p
diferents i el nombre de primers amb e(P/p) i f(P/p) determinats
augmenta, ip (K) no queda determinat pel t.d . . Veiem-ho en detall
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considerant, per exemple, una acumulacib d'ideals primers tots
satisfent f(P/p)=1, e(P/p)=e, amb e fix tal que (m,p-1) >1, si
és e=psm, prm . Imaginem una caixa amb p subdivisions on col .lo-
quem , segons el polinomi de fFp[X] de grau 1 associat, polino-
mis de 7Lp[X] que generen extensions totalment ramificarles de
grau e, sense distingir-ne cap d'específica . Si consideram
t = (p(p-1)/(m,p-1))+1 d'aquests polinomis i els repartim equi-
tativament n'hi haurá (p-1)/(m,p-1) a cada subdivisib excepte
una (suposem que és la que correspon a X) on n'hi haurá un més .
Ara, si tots els polinomis generen extensions amb la mateixa i-
matge per N, en aquesta subdivisib no será possible que tots els
Rp (f,g) siguin mínims ; en canvi, si no tots generen extensions
amb el mateix N(L), si que podrem aconseguir que a la columna
conflictiva tots els polinomis siguin Eisenstenians i amb ter-
mes independents (dividits per p) no congruents dos a dos (mod .p) .
Aixb confirma amb més rotunditat la conjectura de Ore .
Podem enunciar un principi general que digui : un mateix t .d . do-
nard lloc a un valor de ip (K) més alt guantes més repeticions
d'elements de E presentí ep (K) .
i en canvi :
Tornant a 1'exemple anterior, si pXe i L19ÉL2 sbn dues ex-
tensions totalment ramificarles de grau e tenim :
(p-1)e p(p-1)
I ((t-1)L +L ) =
p
	
1 2 2(e,p-1) (e,p-1)
Ip (tL1 ) = Ip ((t-1)L 1 +L2 ) + 1 .
- (p-2)),
La primera igualtat surt de considerar que cada parella de poli-
nomis en la mateixa subdivisib fa Rp(f,g)=e . La segona surt de
considerar que a la columna conflictiva hi ha una parella que fa
R (f,g)=e+1, cosa que es pot aconseguir per (4) fent que la pare-
p
lla que obligatóriament té
	
ae=be (mod .p) tingui ae-1Ybe-1 (mod .p)e e
si f(X)=Xe+p E a.Xe-1 i g(X)=Xe+p E b .X
e-1 . En particular, per
i=1 1 i=1 1
p=3 i e=2 (aleshores t=4) aixó esclareix completament el fenomen
observat per Engstrom . Ara sabem que si K és un cos de nombres
de grau 8 en el qual 3 = (P1 *p 2 *p3 *p 4 ) 2 , i 3 (K) val 3 ó 2 segons
si les quatre extensions locals coincideixen o no .
Clarament, els resultats d'aquest capitol mostren que a-
quest fenomen s'esté i amplia tant com es vulgui . Per exemple,
continuant en el cas p=3,e=2, tenim que els cossos de nombres
de grau 14 pels quals 3 = (P 1 " .P7 ) 2 tenen :
i3 (K) = 14, 13, 12 6 11,
respectivament, segons si :
§5 . Conclusi6
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e 3 (K) = 7L1 , 6L 1 +L2 , 5L l+2L2 6 4Ll +3L2 ,
i els mateixos valors si intercanviem L 1 i L 2 els quals en aquest
cas denoten les dues Cniques extensions quadratiques ramificades
de Q3 .
Creiem haver fet palés que la tasca de calcular I p(r) per
a tot re & adquireix unes característiques realment infernals .
Fins i tot restringits al cas en que totes les extensions s6n
totalment ramificades, sortir-se de les cotes del Teorema 1 .10
pot portar a situacions molt complicades (recordem el contraexem-
ple a la Conjectura 1-.7) .
Els resultats del Capítol 2, el qual está dedicat a pro-
funditzar més en el cálcul de Rp (f,g) podrien fer-nos millorar
el Teorema 1 .10 ampliant una mica més el nombre i/o tipus de les
extensions, pero més que continuar en aquesta linia hem preferit
concentrar-nos en el problema que creiem que pot ser el millor
"següent pas" que es pot donar després del que s'ha fet en aquest
capítol : qué passa dins duna sola caixa?, és a dir, quin valor
pren Ip(nL) per a qualsevol LE E? . En el Capítol 3 donem una res-
posta completa quan L és no-ramificada i en el Capítol 4 no tant
completa si L ramifica totalment i moderada . Fem observar que
d'aquesta manera queda englobat 1'estudi de ip (K) pels cossos de
nombres K Galoisians .
bres Galoisians la conjectura de Ore no ha perdut vigancia . En
efecte, hem comprovat que el t .d. de p no determina ip (K) a cau-
sa de 1'aparició,en major o menor quantitat,d'extensions locals
repetides, peró en el cas Galoisiá no tenim eleccib, les exten-
sions locals sbn sempre totes iguals . Així, en 1'exemple d'Engs-
trom veiem que els cossos de nombres Galoisians de grau vuit en
els quals 3=(P 1P 2P 3p 4 ) 2 tenen dues possibilitats : e3 (K)=4L 1 ó
4L2 , pera en tots dos cossos és i 3 (K)=I 3 (4L1 )=I 3 (4L 2 )=3 . De ma-
nera que té sentit considerar encara la :
Conjectura 1 .13 . Si L,L'E E sbn Galoisianes i tenen el mateix
grau residual i índex de ramificacib aleshores Ip (nL)=I p(nL')
per a tot n.#
Un altre fet que volem destacar és que pels cossos de nom-
Els resultats dels Cap£tols 3 i 4 semblen indicar que ai-
xó será cert si L i L' són mcderadament ramificades . Pensem en
canvi que la conjectura no és certa en el cas salvatgement rami
ficat, sino que s'ha de modificar en el següent sentit :
Conjectura 1 .14 . Si L,L'E E són Galoisianes i tenen els mateixos
nombres de ramificació aleshores I p(nL)=Ip (nL') per a tot n.#
S'obtindria així una propietat en certa manera paral.lela
a la 4) del Capitol 0 . Indiquem finalment que una resposta a a-
questa qüestió deu passar segurament per. 1'adopció del punt de
vista topolbgic de Krasner i probablement per un estudi en pro-
funditat dels seus treballs .
Capitol 2 . El polígon de Newton en el cálcul de ip ( f) i Rp ( fg)
El polígon de Newton fou aplicat per primera vegada a la
teoria algebraica de nombres a [Bauer,1907] i es convertí aviat
en una eina revolucionaria . Ore, en els anys 1923-1928, la gene-
ralitza i perfecciona fins convertir-la en una amplíssima gene-
ralització del lema de Hensel amb nombroses aplicacions . Dedi-
quem aquest capitol a mostrar una nova aplicació d'aquesta vella
(i bella!) eina . En efecte, com veurem en els §1 i 3, les técni-
ques del polígon es revelen com les més adequades per fer un es-
tudi amb profunditat sobre el cálcul de Rp (f,g) . La utilitat del
polígon per calcular i (f) ja havia estat destacada pel propi
p
Ore a [Ore,1925,th .8] ; al §2 retrobem, lleugerament millorat, a-
quest resultat . El §0 está dedicat a fer un repas de la termino-
logia i principals resultats que necessitarem del polígon, els
quals es poden trobar a [Ore,1928] . Naturalment, aquí adoptarem
el punt de vista p-adic, cosa a la qual Ore, per desgracia, es
mostra reaci .
Al llarg de tot el capitol p denotará un nombre primer fix
i 9(X) un polinomi mónic i irreduible de
	
IFp[ X] de grau d : 1 . I-
dentificarem sempre que ens convingui W (X) amb el polinomi de
7Lp[X] obtingut escollint per a cada coeficient un representant
d'entre (0,1, . . . .p-1} . Denotarem Der T 1'ranica extensib no-rami-
ficada de IPp de grau d i p será 1'ideal primer de T . Denotarem
també q = pd .
§0 . Preliminars
Sigui f (X) E (p[ X] , mónic,
	
de grau n i sigui t=[ d] . Hi ha
una única manera d'expressar f(X) com un polinomi en w (X) :
t t-if (X) = E Qi (X)~p(X) , (1)
i=0
si exigim que gr(Qi (X)) < d per a tot i . Sigui ui el máxim enter
u .
tal que p 1 divideix tots els coeficients de Qi (X) ; al ser f(X)
mbnic sempre será u0=0 . El w (X) -poZígon de f(X) és 1'envoltura
11-4Iconvexa inferior del conjunt {(¡,u i ), 0<i-<t}
de punts del pla EuclidiA (vegis fig.l) . Si
Qi (X)=0, considerem ui=w i el punt (i .u i ) no
es dibuixa . El polígon de Newton clássic
s'obté considerant -p(X)=X . fig .l
Si f(X)E TLp[X], el seu w(X)-poligon no té cap costat amb
pendent negativa i n'hi ha algun amb pendent no nul .l a si i no-
més si w (X) divideix f(X) (mod .p) . Al conjunt de costats amb pen
dent estrictament positiva 1'anomenem el w (X) -poZígon principal
de f(X) . Si tenim :
pel lema de Hensel f (X) factoritza a 7Lp[XI :
f (X) =_ p1(X)e el . . . .Spr(X)r (mod .p),
f (X) = 91 (X) ' . . . ' g r (X) '
e .
cadascun d'ells satisfent gi(X)-%Pi(X) 1 (mod .p) . Clarament el
SP i (X)-poligon de f(X) té la forma :
eDoncs bé, el sp i (X)-polígon de cada g i (X) coincideix amb el ~P i (X)-
polígon principal de f(X), per tant ens podem restringir en ge-
neral a 1'estudi del ~o(X)-polígon de polinomis de grau múltiple
de d . Aixó surt com a consegtiéncia d'un resultat més general que
relaciona el polígon d'un producte de polinomis amb els poligons
deis factors :
Teorema del producte . Siguin g (X) ,h (X) E Zlp[XI
	
mbnics . El w (X) -
polígon principal de g(X)h(X) s'obté empalmant els costats deis
respectius ~o(X)-polígons principals de g(X) i h(X) en ordre crei-
xent de pendents .#
El veritable interés del polígon radica en que, recípro-
cament, 1'existéncia de diversos costats en un polígon indica
que el polinomi factoritza, si més no, en el mateix nombre de
factors ; en conseqüéncia cada ~o i (X)-polígon principal de f (X) pro-
porciona una ulterior factoritzaci6 de cada g i (X) . En efecte :
Teorema del polígon . Sigui h (X) EZLp[ X] mónic i de grau múltiple
de d . Siguin S 1 , . . . ,Sk els costats del seu
~o(X)-polígon i
mi , . . . . mk les seves respectives projeccions sobre 1'eix d'abscis-
ses . Aleshores h(X) factoritza :
h (X) = h 1 (X) . . . . . . hr(X)1
on cada
	
hi (X) és un polinomi mónic de Tlp[X]-de grau dmi i el
seu
a
9(X)-poligon té un
qualsevol arrel 0 de h(X), vp (9 (B)) coincideix amb la pendent
a 1'únic polinomi hj (X) del qual 0 és
sol costat igual a Si . A més a més, per
del costat S j corresponent
arrel .#
Siguin f(X) ETlp[ X] m5nic, Qi (X) , ui com a (1) i
els costats del ~P(X)-poligon principal
projeccions de cada S i sobre els eixos
respectivament i denotem e i=(mi,hi ) i
u
-
A
Q
s
(X) /p si
j
(X) j
0
La imatge del polinomi :
de f(X) . Siguin
d'abscisses i ordenades
ñ i=mi/ei . Si S i
al punt (s,us ) denotem per a tot 0 Sj Se i , sj =s+jxi i :
si (sJ. ,us J
) E Si'
en cas contrari .
e . e .-1
Fi (X,Y) = A0 (X)Y ' + A1 (X)Y 1 + . . . .+ Ae .(X),
i
p q
a S i . Aquests polinomis
nivell" del Teorema del
S 1 , . . . . Sk
mi ,h i les
comenga
a 2Z [ X,Y] / (p,~o(X)) - IF [Y] l' anomenarem el polinomi associat
possibiliten una aplicacib a un "segon
producte i el Teorema del poligon . Con-
cretament tenim, conservant les notacions :
Primer teorema dels polinomis associats . Siguin g(X),h(X) E7l [X]
p
m5nics . Els costats del ~p(X)-poligon principal de g(X)h(X) que
coincideixen amb un costat del poligon de només un dels dos po-
linomis tenen el mateix polinomi associat que aquest costat del
qual provenen . Els costats constituits empalmant dos costats d'i-
gual pendent, un de cada poligon, tenen per polinomi associat el
producte dels polinomis associats d'aquests costats .#
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Segon teorema dels polinomis associats . Sigui f(X)E 7Lp[X]mónic .
Si el polinomi associat a un costat del 9 (X)-polígon de f(X) fac-
toritza :
F(Y)
	
= F1 (Y) 1
. . . . . 'Fr (Y, r ,
a If-q[Y], aleshores el factor fi (X) de f(X) corresponent a aquest
costat (donat pel Teorema del polígon) té una factoritzacib :
fi (X) = t l (X) * . . . . 'tr (X),
on cada t j (X) EzLp[ X] és mónic, de grau dX ie jgr (F j (Y)) i té per
9 i (X)-polígon un costat de la mateixa pendent i polinomi asso-
ciat F .(Y) e j .,
J
Un polinomi f (X) ETL [ X] diem que és ~0(X)-regular si cap
p
dels polinomis associats als costats del seu 9 (X)-polígon prin-
cipal té arrels mOltiples . Direm que f(X) és regular si és W(X)-
regular per a tot factor irreduible de f .(X) (mod .p) . Un polino-
mi de 7L[XI diem que és p-regular si és regular considerat com
a polinomi de ap[ IX].
Pel Segon teorema dels polinomis associats podem obtenir
la completa factoritzacib en producte d'irredui.bles de qualse-
vol polinomi regular de 7Lp[X] . Després de provar (no construc-
tivament) que tot cos de nombres admet una equació definidora
p-regular ore resol, peró només teóricament, el problema d'obte-
nir la descomposicib de p en producte d'ideals primers en un cos
de nombres . Peró 1'interés que tenim nosaltres en el concepte de
polinomi regular radica en el següent :
Teorema de Ore . Sigui f(X) E7L[X]
	
irreduible . Siguin S 1 , . . .,Sk els
costats del sp(X)-poligon principal de f(X), mi'hi les projeccions
de cada S i sobre els eixos d'abscisses i ordenades respectivament
i denotem e i=(mi,hi) . L'expressió :
k i-1 k
d
E2
mi
( E
h)
+
- E1 (mihi-mi-hi+e( i 1)~
,
j=l J i
compta, treient el factor d, el nombre de punts de coordenades
enteres que hi ha sota del w(X)-poligon, sense comptar els de
1'eix d'abscisses ni els de 1'última ordenada . Doncs bé,
variant la suma entre tots els factors irreduibles de f(X) (mod .p) .
Si f(X) és p-regular val la igualtat .#
Remarca . Conceptualment, i també a 1'hora de les demostracions,
aquesta generalització de Ore del concepte del poligon de Newton
consisteix, en el fons, simplement en aplicar el poligon classic
a la situació relativa en la qual T sigui el cos base ; a menys
d'un canvi lineal de la variable . No obstant, el llenguatge del
W(X) - poligon, a més a més de ser el més adequat per presentar
els resultats, és imprescindible a l'hora de fer-los efectius en
cassos concrets .
§l . El póligory 'de Newton en el cilcul de R.
l
f,_L)
Siguin f (X) , g (X) dos polinomis mcinics de ap[ IX]. Podem ob-
tenir R(f,g) calculant el conegut determinant d'ordre gr(f(X))+
+gr(g(X)) amb els coeficients, peró aquest procediment, apart de
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la considerable feixugesa que comporta, només és vélid si tenim
els dos polinomis donats explícitament . De cara al cálcul de Ip (r)
ens interessen métodes que permetin calcular Rp(f,g) (tampoc vo-
lem el valor precís de R(f,g)) a partir de propietats més gene-
rals deis polinomis i/o els seus coeficients .
Veurem en aquest parágraf com els ~PM-polígons respecte
deis factors irreduibles de f(X) i g(X) (mod .p) donen una prime-
ra aproximaci6 al valor de Rp (f,g) i també en quines condicions
aquesta aproximaci6 és exacta . Concretament el nostre objectiu
és provar el següent :
Teorema 2 .1 .
	
Siguin f (X) , g (X) EZZp(X] mónics . Siguin S 1 , . . . ,Sk
(resp . Si, . . . . Sk,) els costats del ~p(X)-polígon principal de f(X)
(resp . g(X)) i mi,hi (resp . mi,h'i ) les projeccions de cada cos-
tat als eixos d'abscisses i ordenades respectivament . Doncs bé,
si denotem :
R9 (f,g) = d E inf{mih~,m.hi }, tenim :
i,j
Rp (f,g) > E RSP (f,g),
variant la suma entre els factors irreduibles comuns de f(X) i
g(X) (mod .p) . Val la igualtat si i només si no hi ha dos costats
deis ~O(X)-polígons principals de f(X) i g(X) amb la mateixa pen-
dent i polinomis associats no primers entre si .#
Observis que el Lema 1 .5 no és més que una aplicaci6 d'a-
quest resultat a cassos molt particulars .
Per demostrar el Teorema 2 .1 el primer que necessitem és
esclarir el significat deis polinomis associats :
Lema 2 .2 .
	
Sigui f (X) E7L [XI m8nic, irreduible i tal que f (X) =-
p
sp(X)
m
(mod .p) . Sigui h la projecci6 sobre 1'eix d'ordenades de
1'Gnic costat S del 9(X)-polígon de f(X) ; siguin c=(m,h), X=m/e
i X=h/e . Sigui rE T una arrel qualsevol de 9(X) . Sigui F(Y)E:
F-q[Y] la imatge del polinomi associat a S per 1'isomorfisme
ZLp[ X,Y] / (p,~o(X)) - [Fq[ Y] donat per fer x= r i prendre classe
(mod .p) . Aleshores el conjunt de les arrels de F(Y) coincideix
amb Er	={ ~ (0)xp , 0 arrel de f(X) tal que ,
p
(0-7-»o} .
Demostraci6 . Sigui 0 una arrel qualsewl de f (x) tal que v (0- r)
1
> 0 i denotem w=ip(0) X/p . vp (w)=0, per tant és un enter ; sigui
g (Y) =Irr (w, T) i g (Y) E IFq[ Y] la imatge (mod .p) de g (Y) . Clarament
g(Y) és una poténcia d'un polinomi irreduible de I"Fq[Y] i el con-
junt de les seves arrels coincideix amb Er . Sigui :
_ m
,vy) - E n (X) - `Y (X)
m-1ci le 1¿ "" ~ ~
i=0
i ui 1'exponent máxim amb el qual p divideix cada Qi (X) . Clara-
u
iment umh . Si posem Qi (X)=p Ri (X), com que gr(Ri(X))=gr(Qi(X))<
<d, sp(X)=Irr(0, Fp) i Ri (X)j¿0 (mod .p), a* la forga vp (Ri (0))=0
i per tant v (Q(O))=u . . Per altra banda, v (W(0))=h/m pel Teo-ip i p
rema del polígon, per tant tenim :
u
vp (Q i (0) " w(O)m-1 ) = ui+(m-i)m > im+(m-i)m = h,
u
per a tot 0 <i <M . I hi ha igualtat si i només si ui=i m, és a
dir si i només si el punt en qüesti6 pertany al costat del polí-
gon . En conseqüéncia, la suma de tots els Qi (0) ,P(O)M-1 amb vp
mínim igual a h coincideix amb :
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T = ph F(O,,P(O)X/px),
p
on F(X,Y) denota el polinomi definit a (2) . Com que :
a la forga vp (T) > h, o equivalentment :
Aleshores :
m
0
	
= f (0 = E Q¡ (e) . ,p (0) m-1 ~
i=0
vp(F(0 sp(o)X/P~)) >0 .
Aquesta expressi6 indica exactament que !2 és una arrel de F(Y) .
Pel Segon teorema dels polinomis associats F(Y) és una poténcia
d'un polinomi irreduible de Fq[Y], i com que g(Y) té la mateixa
propietat, el fet de que tinguin una arrel comuna implica que
les tenen totes (sense comptar la multiplicitat) .#
Tenint en compte la bilinealitat de la resultant respecte
del producte de polinomis, el Teorema del producte i el Primer
teorema dels polinomis associats permeten reduir la prova del
Teorema 2 .1 al cas en que els dos polinomis s6n irreduibles . Ens
cal provar per tant :
Proposici6 2 .3 . Siguin f(X), g(X)E 7lp[X] mónics, irreduIbles i
de grau n=md,n'-m' d
R (f,g) > !-ni inf
P d
respectivament . Siguin »,pE O? les pendents
respectives de 1'úinic costat S,S' que té cada sp(X)-polígon .
Si tt& val sempre la igualtat i si n=p >0 hi ha igualtat si i no-
més si els polinomis associats respectius s6n primers entre si .
Demostraci6 . Si n=M=0 afirmem una trivialitat . Si una de les dues
pendents és nul.la i 1'altra no, afirmem que R
P
(f,g)=0, i és cla-
rament cert doncs un polinomi té w (X) com a flnic factor irredui-
ble (mod .p)
	
i 1'altre no ésdivisible per w (X) (mod .p) . Suposem
per tant que n,k >O .
Siguin P i , . . . ,MM. les arrels de g(X) . Ja sabem que,
n'
Rp (f,g) = E vp (f(Q i )) =n'vp(f(R)),
i=1
essenta una qualsevol d'aquestes arrels . Amb els usuals signifi-
cats per Qi (X) i u i , tal com hem vist a la prova del Lema 2 .2
tindrem vp(Qi (R))=ui , vp (9(Q))=u i :
per a tot 0 < i < m . Per tant :
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vp (Qi (R ) sp (P)m-1 ) = ui+ (m-i) p in+(m-i)P > m-inf{ n,p} . (3)
vp (f(0)) > m " inf{n,u} i Rp (f,g) > n'm .inf{n,P} .
Si n7¿u 1'flltima desigualtat de .(3) és estricta per a tots els
sumands excepte per un, el primer si n < M 6 1'Gltim si n >M,
manera que en aquest cas tenim igualtats a (4) . Si n=m, (3) és
una cadena d'igualtats si i només si ui=if¿, és a dir si i només
ump F(R,W) .
el polinomi definit a (2) . En conseqüéncia, Rp (f,g) > n'mu si i
només si vp (f (/3) ) >m jj per alguna arrel R de g (X) i :
pels quals 1'altra desigualtat de (3) és sempre una igualtat . De
si el corresponent .punt pertany al costat del polígon . Per tant,
la suma de tots els Qi (R) -P (R)
m- i
amb vp mínim i igual a mm coin-
cideix amb :
on W=,p ((3) X/px , Si X=nVE, X=m/e , essent e=(m,um ) ; i F (X,Y) denota
vp(f(0)) >mí, aa vp(p%F(P W) ) >m¡u - vp (F(R,W)) >0 . (5)
Sigui
	
rET Púnica arrel de sp (X) tal que vp (0- T) > 0 . Siguin F (Y) ,
G(Y)EI'Fq[Y] les imatges dels respectius polinomis associats a S
i S' per l' isomorfisme 27p[ X,Y] / (p,T (X)) - Fq[ Y] donat per fer
X=r i prendre classe (mod .p) . L'última condici6 de (5) assegura
que w és una arrel de F(Y), perb pel Lema 2 .2 w és sempre una
arrel de G(Y), per tant (5) implica que tenen una arrel en comú .
Recíprocament, pel Lema 2 .2 totes les arrels de G(Y) s6n de la
forma SP(R)X/px , essent R una arrel de g(X) tal que vp (0-r) >O,
per tant, 1'existéncia d'una arrel en comú amb F(Y) implica (5) .#
Remarca . La Proposici6 2 .3 és válida a posteriori per polinomis
amb,p(X)-poligon d'un sol costat encara que no siguin irredui-
bles i així será utilitzada algun cop més endavant .
Veiem a continuaci6 un exemple que mostra .la limitaci6
del Teorema 2 .1 per calcular en general Rp (f,g) de dos polino-
mis qualsevols i confirma el qualificatiu de "primera aproxima-
ció" al valor de Rp(f,g) que li donávem .
Siguin F (X) ,G (X) E2Zp[ X] mbnics, de grau n i tals que
F(X)=_G (X)=Xn (mod .p) . Apliquem a aquests polinomis les transfor-
macions :
Y = ps (X+a) , Y = p s' (X+a`) ,
respectivament, on s,s'> 0 i a,a'E {1,2, . . . .p-1} . Siguin f(Y),g(Y)
els polinomis que s'obtenen . Que diu el Teorema 2 .1 sobre el va-
lor de Rp(f,g)? Doncs :
"Rp (f,g) > n2inf{s,s'},
si syÉs'hi ha igualtat i si s=s' hi ha igualtat si i només si ala"' .
Per tant, si s=s' i a=a' estem tan lluny com es vulgui de conéi-
xer el veritable valor de Rp (f,g) doncs clarament :
Rp (f,g) = n 2 s + Rp (F,G) .
Pensem també que podriem empalmar una cadena arbitráriament llar-
ga de transformacions com aquestes i el Teorema 2 .1 sempre ens
donaria només la contribuci6 a Rp (f,g) de 1'úiltim esgla6 .
manera el Teorema 2 .1 i un derivat seu, el Teorema 2 .6, poden con-
siderar-se com una eina nerfectament suficient per calcular
Rp (f,g) . Aquest exemgle té estreta relaci6 amb la manera com sol-
ventem en anueixos capítols artuesta aparent limitaci6 de les téc-
nic?ues del polígon per calcular Rp (f,g) .
§2 .
	
El polígon de Newton en el cálcul de ip(f)
Curiosament, els resultats del parágraf anterior sobre el
cálcul de R (f,g) permeten donar una prova del Teorema de Ore
radicalment más curta que 1'original [Ore,1925] . Estendrem de pas-
sada el resultat a polinomis f(X)=2Zp[X] qualsevols i veurem tam-
bé que la condició de regularitat és no nomás suficient sino tam-
bé necessária perqué ip (f) coincideixi amb la cota inferior que
P
dóna el Teorema de Ore .
polinomi f (X) E2Zp[ X] qualsevol com :
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No obstant, veurem en els Capítols 3 i 4 com en certa
A la vista del Teorema 0.7 podem definir i(f) per a un
r
i (f) = II R(f .,f .) " lI i(f .), (6)
15i<j~r 1 J j _, l J
r
on f(X)= I1 fi (X) és la seva factoritzacib en producte d'irredui-
i=1
bles . Fem notar que a posteriori (6) continua essent válida per a
una factorització qualsevol .
D'entrada, el Teorema 2 .1 (o més prbpiament la Proposició
2 .3) ens permeten donar una "reinterpretació geométrica" del Teo-
rema de Ore . En efecte, els punts de coordenades enteres sota
del w(X)-polígon sense comptar els de 1'eix d'abscisses ni els de
1'filtima ordenada els podem subdividir en diversos grups : d'una
banda els que estan sota dels triangles determinats per cada cos-
tat, i la resta, els podem agrupar
en rectangles, un rectangle per ca-
da parella de costats ; seguint tam-
bé el criteri de no comptar els
punts de la linia horitzontal infe-
rior ni els de la vertical de la
dreta (vegis fig.2) . Sigui :
f (x) = f 1 (x)-.'fkMI
fig.2
la factoritzacib de f(X) que ens dóna el Teorema del polígon .
D'acord amó la nostra definicib tenim:
k
i (f) =
	
E R (f . J .) + E i (f .) .
p 1-<_i<jQ( P 1 3 i=1 P 1
Ara, el nombre de punts del triangle corresponent al costat Si
coincideix amó el nombre de punts sota del sp(X)-polígon de f i (X)
i per tant, pel Teorema de Ore aquest nombre será més gran o i-
gual que ip (fi ) . I d'altra banda, per la Proposició 2 .3 el nom-
bre de punts del rectangle determinat pels costats S i i S j coin-
cideix exactament amó Rp (fi ,fj ) . Aixi, per exemple, un polinomi
que tinguas un~p(X)-poligon com. el de la fig.2 descomposa en pro-
ducte de tres factors satisfent :
ip (f 1 ) > 3d, i p (f 2 ) > 6d
	
ip(f 3 ) > 8d, (7)
Rp (f 1 ,f2 ) = lOd, Rp (f l ,f 3 ) = 8d, Rp (f21 f 3 ) = 16d .
Si f(X) fos regular ho serien en particular tots els seus factors
i a (7) tot serien igualtats .
Perb de passada, aquesta reinterpretaci6 mostra que podem
reduir una prova del Teorema de Ore al cas en que f(X) té un (D(X) -
poligon d'un sol costat : Suposem-ho així d'ara endavant . Encara
més, ens podem. reduir al cas en que f(X) és irreduible . En efec-
r
te, qualsevol factoritzaci6,f(X)= n-fi (X), permet una ulterior
subdivisi6 dels punts sota de l'únic costat del polígon entre
triangles, un per cada factor, i rectangles, un per a cada pare-
!la de factors . Aixi, si el polinomi f3 (X) de l'exemple anterior
factoritzés en producte de dos polinomis
f3 (X) =F (X) G (X) , els wM-polígons de F(x)
i G(X) sbn trogos del costat del poli-
gon de f 3 (X) i els punts sota d'aquest
costat queden subdividits com s'indica a
la fig.3 . Tindriem en aquesta ocasi6 :
ip (F) > d, ip (G) > d i Rp (F,G) > 6d .
Efectivament, en aquesta nova subdivisi6 el nombre de punts de
cada rectangle no té perqué coincidir amb Rp(fi ,fj )', perb també
sabem per la Proposici6 2 .3 que hi coincidirá per a tot i,j si
i només si els polinomis associats als fi (X) sbn tots primers
entre si . Si f(X) és regular clarament se satisfa aquesta condi-
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ci6 i recíprocament, si aquesta condici6 és satisfeta la regula-
ritat de f(X) és equivalent a la regularitat de cada f i (X) . Que-
da clar per tant que una prova del Teorema de Ore queda reduIda
a provar :
Proposici6 2 .4 . Sigui f(X)CMp[ Xj mbnic, irreduible i tal que
f (X) --_tp (X)m (mod.p) . Aleshores :
on h és la projecci6 sobre 1'eix d'ordenades de 1'únic costat
del w (X)-polígon de f(X)
	
i e=(m,h) . Val la igualtat si i només
si f(X) és regular .
Demostraci6 . Siguin e arrel de f(X), L=9
P
(0) i P 1'ideal primer
de L . Sabem que Q
p
C T C L . Siguin Tl , . ., Td ET les arrels de tp (X) .
La factoritzaci6 de f(X) en producte d'irreduibles a T[X] és
d
f(X)= II fi (X), on per cada l-<i_<d és :
i=1
essent ET el conjunt de les arrels de f(X) que satisfani
v (0'-7,) >0 . Com que les arrels de -p(X) s6n totes distintes, te-
ip(f) > 2(mh-m-h+e),
f . (X) = II (X-9' ),
e'EE
nim p(fi,f j )=0 per a tot i~j i per tant :
d
ip(f) = ip (f) = E ip (fi ) .
i=1
Aix1 doncs, quedem reduits a provar que ip (g»2(mh-m-h+e), on
g (X) =Irr (6 ,_T) . Sigui T 1' única arrel de qp (X) tal que vp(0-T) > 0
i sigui R=9-T . Els canvis lineals no afecten 1'index, per tant :
ip (g) = ip (e) = ip (R) .
Com que per a totes les alares arrels de so (X) és vp(0-Ti)=0 ,
vp (Q )
	
= vn (0-r ) = vp (90» = b/m .r
En conseqüéncia, 1'element :
,Yi. = R i/p[ ¡h/m] , 0 < i < m,
és enter . Siguin A,B els anells d'enters respectius de T i L i
B 0 = ( 1,?'l, . . .,ym-l)A .
Clarament A m-1 [ih/m][ a ] C B0 C B i (B 0 :A[ PI ) = II p , per altra
i=1
banda, [ih/ml clarament coincideix amb el nombre de punts de
coordenades enteres sota de la recta Y=mX a l'ordenada i-éssima
sense comptar el punt (i,0), per tant :
m-1
(Bó :A[Q] )
P
= E [ m] = G(mh-m-h+e) ._ i=1 _
i queda provat que iP (Q) és més gran o igual que aquest valor .
Finalment hem de provar que si f(X) és regular aleshores
B0=B . Essent f(X) irreduible, que sigui regular equival a dir
que el polinomi associat és un polinomi irreduible dell-q[Y] de
grau e . Pel Lema 2 .2 aquest polinomi sempre té una arrel a L,
per tant en aquest cas d jf(P/p) . Siguin x=h/e i X=m/e ; com que
(X .X) =1, vP (9 (B)) =Xe (P/p) /X obliga a que X ie (P/p) . Ara, de :
[ L :(Pp] = dm = dcX = e (P/p) f (P /p) ,
concluim (com ja mostró Ore) que en el cas regular e(P/p)=X i
f(P/p)=de . En particular, qualsevol arrel ~p(0) x/pX del polinomi
associat (Lema 2 .2) és un generador de 1'extensi6 residual L/T
i per tant ~Y,, = RPp també doncs :
w(B) X/px = no X/pX ,
	
essent n= II (6Jri)7,
qÉ7
i clarament n. ET . Per tant, com que 11 = yix per a tot 0-< i< e ,
els entera l,yX ,y 2),, . . .formen un sistema de represen-
tants d'una base de L sobre T . Per altra banda, és fácil compro-
var áue, al ser (X,X)=1 es té :
encara que potser en diferent ordre, per tant els elements y l , . .
. .,yx-1 tenen vp igual a 1,2, . . ., X-1 encara que potser en dife-
rent ordre . Finalment, com que :
7 i = yb " yaX' pera tot 0-<i-<m,
si i=aX+b, Q<b<X, és ben conegut que sota aquestes condiciona
els {-ji} formen una base de B com A-mbdul .
Reciprocament, si f (X) no és regular, [ T (1'X) : T] < e i per
tant els 1,7X, . . . . y(e-1)X no s6n linealment independents (mod .P) .
En particular els {y i } no poden formar base .#
§3 . Una aplicaci6 del poligon de Newton classic .
En contra del que passa en el cas general, si gr(sp(X))=1
tots els resultats dels §0 i 1 s6n válida per polinomis de OIP[X],
és a dir, admetent poligons que tinguin costats amó pendents ne-
gatives . Aixb permet obtenir en aquest cas una fórmula més com-
pleta per calcular Rp (f,g) de polinomis del mateix grau tals que
el seu poligon té un sol costat . Fent un canvi lineal de la va-
riable podem suposar sempre 9 (X)=X .
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Considerem dos polinomis de
	
2Zp[ X] de gran, n% 1
f(X) = Xn+a 1 Xn-1+ . . .+an , g(X) = Xn+b 1X
n-1+ . . .+b n .
Suposem que vp (an)=vp(b n )=c >- 0 i que :
n vp(ai ) , n v
P
(bi ) > ic, pera tot 1-<i<-n,
de manera que el polígon de Newton de f(X) i g(X) té un sol cos-
tat de pendent p=c/n . Per obtenir la fórmula M única cosa que
fem és tenir en compte que R(f,g)=R(f,g-f) i aplicar la Propo-
sició 2 .3 per calcular Rp (f,g-f) . Sigui :
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h(X) = f(X)-g(X) = (ar-br)Xn-r + . . . + (an-bn),
essent a r-br la primera no nul .la d'aquestes diferéncies . Deno-
tem e l = vp (a i-bi) . El polígon
de Newton de h(X) acaba a l'abs-
cissa n-r i té tots els punts
per damunt de la recta Y=p(X+r)
(vegis fig .4) . Siguin :
r=r 0 . rl . rk=n .
Lema 2 .5 . Per a tot 1 <i . <n es té :
ne i - ic 3 ne
rs
- rsc,
n
fig .4
els subindexs tals que els vértexs d'aquest polígon sbn els punts
(ri-r,e i ) . Sigui rs el subíndex que . correspon al vértex que és
1'origen del primer costat amb pendent estrictament més gran que
p ; si tots els costats tenen pendent menor o igual que p consi-
derem r s=n (vegis fig.5) .
i hi ha algun altre punt que satisfá la igualtat si i només si
el. polígon de Newton de h(X) té algun costat de pendent u .
Demostracib . El punt (r s-r,e r ) está caracteritzat per ser el
s
d'abscissa més alta entre els primers punts que tocaria la recta
Y=pX si la desplagem paral .lelament i vertical (vegis fig.5), la
qual cosa és equivalent a dir que aquest punt esté a distáncia
mínima d'aquesta recta . Ara, la distáncia de cada punt (i-r,e i )
a la recta Y=MX ve donada per
	
(nei-c(i-r))/(1+c2 ) 1 /2 . Finalment,
la recta Y=pX desplagada paral.lelament "toca" simultániament
tots els punts que estiguin a la distáncia mínima, per tant,
1'existéncia de més d'un d'aquests punts equival a que hi hagi
un costat del polígon de h(X) amb pendent M .#
Sigui H (X) =
1
(a
-b ) h(X) . És un polinomi mbnic de Qp[X]
r r
i per tant li podem aplicar els resultats dels §0 i 1 . En primer
lloc observem que el polígon de Newton de H(X) s'obté desplagant
el de h(X) verticalment e r unitats . Ara, sigui :
H (X) = hl(x)-."hk(X)1
la factoritzacib de H(X) a Qp
[X] donada pel Teorema del polígon .
Per la Proposicib 2 .3 tindrem :
tant, la suma :
Aleshores :
Rp (f,h j ) > n(rj -rj-1 ) " inf (m
k
Rp(f,H) = E Rp (f,h j ),
j =l
descomposa en dos sumands :
r j -r j-1
}, 1<j<k,
i si
	
pí¿(erJ -erJ-1 )/(r j -r j-1 ) podem assegurar la igualtat . Per
S
E R (f,h) > n((e -e )+(e - -e )+ .+(e -e )) = n(e -e ),
j=l p j rl r0 r2
rl	r s s-1 rs r0
del qual només un eventual costat de pendent p impediria assegu-
rar la igualtat, i :
k
E R (f,h .) = c((rS+1-rS)+(rs+2-rs+1)+" .+(rkrk-1))j=S+1 p
I com que R(f,h)=(ar-br) nR(f,H) deduim que :
(f _h) = R (f-T41 + na > _n_a + r (n-I- 1__ p - _ _ 1	- r _ . S , .
Tenint en compte el Lema 2 .5 hem provat :
tals que vp (an)=vp (bn)=c i :
n vp(ai ) , ' n vp (bi) > ic, 1 <i <n .
R (f,g) 3 min { n v (a-b .) + c (n-i) }, (8)
p 1<i5, p i i
n n
Teorema 2 .6 . Siguin f(X)=Xn+ E aiXn-i~ g(X)=Xn+ E
b1Xn-iE7Lp[X1
i=0 i=0
i si hi ha un Gnic 1<iQi per al qual es pren aquest minim valor
aleshores podem assegurar la igualtat .#
Remarca .
	
1) Si c >0 i aquest valor mínim es pren per diversos
1 _<¡ _<n, encara podrem assegurar que val la igualtat a (8) si el
polinomi associat al costat de pendent M que aquests punts de-
terminen i el polinomi associat a f(X) són primers entre si .
2) Si (c,n)=1 sempre (8) és una igualtat ja que és impossible
que hi hagi dos 1 _<i -<n que prenguin aquest valor . En efecte,
denotant e.=v (a .-b .) tenim :1 p 1 1
ne i+c(n-i) = ne j +c(n-j) « n(ei-e j )=c(i-j) =* nji-j a i=j .
Obtenim així una generalització de la fórmula de Krasner per po-
linomis Eisenstenians (i .e . el cas c=1) que hem enunciat a (4)
del Capítol 1 . Aquesta observació será utilitzada sovint al Ca-
pítol 4 .

Capítol 3 .
	
El cas no-ramificat
Sigui pEM un primer que suposarem fix al llarg de tot el
capítol . Per a cada m: 1 denotem per Tm 1'Gnica extensi6 no-rami-
ficada de
9p
de graú m, Am 1'anell d'enters de Tm i p l' ideal
primer de Am . L'objectiu principal d'aquest capítol és calcular
Ip (nTm) per a qualsevols n,m : 1 .
Sigui m: 1 un enter que suposarem fix d'ara endavant . De-
notem T=Tm , A=Am , G=Gal(T/Q
p
) i
= {O} U {arrels pm-1-éssimes de la unitat de T} .
Recordem que R constitueix un sistema multiplicativament tancat
de representants de T i que a(«)= 9 per a tot a E G .
En el llenguatge del Capítol 1, si r=nTE 9, les r-configu-
racions consisteixen a repartir n quadradets dins d'una caixa
amb 1: p(d) subdivisions, peró a diferéncia del cas totalment
dlm
ramificat, si m >1 aquestes subdivisions no s6n totes iguals ; se-
gur que els polinomis de ST que satisfan f(X)=_ Xm (mod .p) tindran
un comportament ben diferent al dels congruents (mod .p) . a un de-
terminat polinomi irreduible de IF (X] de grau m . Per tant, no
p
té sentit, d'entrada, preguntar-se per la possible distribuci6
que ha de tenir la r-configuraci6 minimitzadora ; si més no, a-
quest punt de vista no resulta de 1'efectivitat demostrada al
Capítol 1 .
Per calcular I (nT) oblidarem, de moment, les r-configu-
0
p
racions i adoptarem un punt de vista radicalment diferent . Podem
dividir el procés que seguirem en tres fases
ció dels parámetres que els caracteritzin .
calcular
	
min ( E R (f . , f . )+E i (f . ) } , prenent n polinomis de S
i<j P 1 i P 1 T
rametrització que permeti resoldre 2) i 3). Al §1 resolem les tres
qüestions restringits als polinomis amb i
P
(f)=0 . Entre els §2 i
3 es resolen 1) i 2) . Finalment 3) és resolta al §4 ; malhaurada-
ment, la resposta no es dóna a través d'una fórmula sino d'un
algoritme .
Totes tres fases requereixen pasar a treballar a les ex-
tensions relatives T/Td , dim, d'aquí que ens convé introduir les
següents notacions i definicions :
Gd = Gal(T/Td) .
ad = 6? nAd .
Aá = { B EA/ T=Td (O)} ; A' = Ai .
ST/Ta = { f (X)
=Irr (0,Td ) , 0 E Aá} .
Com que estem en el cas no-ramificat, si 0E A tenim :
1) Aconseguir una bona parametrització del conjunt ST .
2) Calcular ip (f) i Rp (f,g) dels elements de ST en fun-
3) Resolució del problema combinatori que representará
Al terme "bona parametrització"li donem el sentit de pa-
Pd (k) = nombre de polinomis irreduIbles de IF d[X] de grau k .
P
i (0) = 1 d (0) = 1 E v (Q (e)-T(0))
=m_ E v (e--a (e)) .
p 2 p 2 a7ÉrEG P 2 1YÉ OEG P
D'altra banda, si B,wE A podem definir :
R
	
(B ,w) = E v ( a(0)-T(w)) = m E v (0-a (w)) .
p a,rEG p UEG p
Observis que si f(X)=Irr(B,Qp)., g(X)=Irr(w,9p), només tindrem
Rp(f,g),=Rp (0,co) si 9,wE A' . Doncs bé, definim també per a tot di-
visor d de m i enters O ,w EA :
id (0 ). = v (iT/T (B )_ ). = 2d E vp
(9 -a (0)p p	 ,
d l y-a EGd
Rd (0, w) = v (RT/T (0 , w) ) = d E vp (0 -a (w)p p . .d UEGd
Si f(X),g(X)ES definim id(f).=id(0), Rd(f,g)=Rd(B,w), essent
T/T,, p p p p
0 i w arrels respectives .
§l . Restriccib als polinomis discrimiriantals
Sigui d un divisor de m que suposarem fix en tot aquest
parágráf . Denotem q=pd . Abans de resoldre 1),2) i 3) necessitem
veure com es resolen les tres qüestions en la situació relativa
T/Td peró restringint-nos al subconjunt de ST/T dels polinomisd
que satisfan i p(f)=0 . Denotarem ST/T aquest conjunt i anomena-
d
rem discriminantals aquests polinomis . Sabem perfectament quins
polinomis de ST/T sbn discriminantals :
d
Lema 3 .1 . Sigui f(X)EAd[X] irreduible . id (f)=0 si i només si
f(X) és irreduible (mod .pd ) .
Demostracid . Ambdues coses sbn equivalents a que p no divideixi
el discriminant de f(X) .#
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Aixó permet considerar que aquests polinomis venen para-
metritzats directament pels seus coeficiente ; en efecte, si t=1,
ST~T.
queda dividit en pd (t) grups, un per cada polinomi irre-
duible de
	
IFq[ XI de grau t . Si ~p(X) =Xt+?7 1Xt-1+ . . .+r7 t és un d' a-
quests polinomis, cada polinomi de ST~T congruent amb ell
d
(mod .p d ) el podem escriure de manera única com f(X)=Xt+u 1 X t-1+
+ . . .+ut , amb :
u i	=al + ui 1p + ui,2P2 + . . . . ., 1 < i< t, (1)
on al és l' Cnic element de 6{d tal que ai=l7 i i ele ui, j
E (Rd s6n
totalment arbitraris . Té sentit considerar aquesta parametrit-
zaci6 perqué donats f(X),g(X)E ST~T sabem calcular Rd(f,g) en
d
funció dels coeficiente :
Proposici6 3 .2 . Siguin f(X)=Xt+u1Xt-1+ . . .+ut, g(X)=Xt+v1Xt- 1+
+ . . .+VtC Ad[XI, t>1, irreduibles (mod .p d ) . Aleshores :
Rd (f,g) = t min {v (u.-v)}p 1<i<t p 1 1
Demostraci6 . És fácil comprovar que el fet d'estar treballant
amb Td com a cos base no afecta la validesa de tots ele resul-
tats del Capitol 2 . En particular, pel Teorema 2 .6 tenim :
Rd (f,g) > t min {v (u .-v
p 1<i<t p 1 1
f (X) -g (X)
Pero encara que aquest minim es pren-
gui per diversos coeficiente, és a
dir, encara que hi hagi en el polion f (X)
de Newton de f(X)-g(X) un costat amb
pendent horitzontal, és segur que el factor h(X) de f(X)-g(X)
corresponent a aquest costat també fa Rd(f,h)=0, doncs f(X) i
h(X) no poden tenir factors en comú (mod .p d ) perqué f(X) és irre-
duible
	
(mod .p d ) i h(X) té grau estrictament menor .#
Finalment, si definim :
Id,0 (n) = min {Rd(f i ,f j )),
i<j
prenent n polinomis'de ST~T , tenim :
d
Proposici6 3 .3 i ) Sigui t=á. Per a tot n:l és :
d, 0 n-1
1 (2)
p ¡->o k=l plmpd (t)
Demostraci6 . Considerem n polinomis de S0	 col its equitati-
a
vament entre els Pd (t) grups en que estan classificats els ele-
ments d'aquest conjunt segons el polinomi irreduible de IF dIX]
p
de grau t amb el qual s6n congruents (mod .p d) . Dos polinomis de
grups diferents fan Rd (f,g)=0 i els del mateix grup Rd(f,g) >t .
Suposant que els coeficients dels polinomis estan expressats com
a (1), dins de cada grup considerem que els polinomis estan equi-
tativament escollits entre les pm classes en que queda subdividit
el grup segons la t-tupla (ul,l, . . .?ut,l) . Per la Proposici6 3 .2
dos polinomis de classes diferents fan Rd(f,g)=t i dos de la ma-
teixa classe Rd(f,g) >,2t . Dins de cadascuna d'aquestes classes
considerem que els polinomis estan equitativament escollits entre
les pm classes determinades per la t-tupla (u1,2, . . .1ut,2) ; per
la Proposici6 3 .2 polinomis ce classes diferents fan Rd (f,g)=2t
i els de la mateixa classe Rd(f,g) %3t. Etc,etc .
El valor E Rd (f .,f .) per n polinomis així escollits és
i<j p 1 3
Veure [§liwa,1982,Theorem 2] .
el donat per (2) . En efecte, per la Proposici6 3 .2, podem pensar
que Rd(f i ,fj ) s'obté comptant t tantes vegades com fi (X) i f j (X)
han anat coincidint en les successives classes en que hem anat
subdividint ST/T ; per tant, podem pensar que ERP(fi ,f j ) s'ob-d
	
i<
J
'
té comptant t per cada parella de polinomis que coincideixen en
una classe determinada i aixó sumar-ho considerant totes les suc-
cessives classificacions efectuades . Ara, 1'haver escollit equi-
tativament els polinomis de cada classe respecte de la classifi-
caci6 posterior fa que,per a tot i, els n polinomis estiguin e-
quitativament repartits entre les plpd(t) classes que produeix
la i-éssima classificaci6 . Per tant, el nombre total de parelles
de polinomis coincidents en una mateixa classe després de la
éssima classificaci6 és :
s .(s .-1) s .+1
plpd (t) + (n-sipipd (t))si = s i (n-plPd (t)
on hem denotat s i=[n/pimpd (t)] . I és fácil comprovar que aques-
n-1 imta expressi6 coincideix amb E [k/p Pd(t)] .
k=1
Faltaria veure que aquesta manera de seleccionar els po-
linomis minimitza el valor de E Rd (fi ,f .), peró per qualsevol
p J1
altra distribuci6 de n polinomis de ST/T entre les classes abans
d
definides, sempre podem comptar aquest valor de la mateixa mane-
ra i es dedueix clarament de la Proposici6 1 .6 que per a cada
classificaci6 el nombre de parelles de polinomis en una mateixa
classe és estrictament més gran en una distribuci6 no equitativa .#
De cara a la resoluci6 de la tercera fase en el cas gene-
ral ens interessa destacar que en particular aquests raonaments
proven que si definim :
I'P (n) = min
	
( Rd(fi,f)},
p i<j p j
prenent n polinomis de ST/T tots congruents (mod .p d ) amb el ma-d
teix polinomi irreduible ~p(X) de IFq [XJ de grau t, tenim :
n-1 k
Corol.lari 3 .4 . I`Pp (n) = t E E [ imJ, i en conseqüéncia :
i~1,0 k=1 p
p
(n+1) - p.(n) = t E [nmJ . #
¡>o p ml
Remarca . Si m=1, és a dir, si T4P, els conjunts ST i ST coinci-
deixen, per tant la Proposici6 3 .3 d6na el valor de I (n(Q ) tro-
p p
bat per Engstrom . Més generalment, si T=Td, ST/T=ST/T i la fór-
mula d6na el valor de Ip (n(T/T)) obtingut a tLlorente-Nart,19801 .
D'ara endavant suposarem que m> 1 . Per calcular I (nT) en
p
el cas general "connectarem" cada element de ST amb un polinomi
discriminantal d'algun ST/T . La parametritzaci6 de f(X) consis-
tirá en aquest polinomi discriminantal associat, junt amb el pro-
pi procés que seguei f(X) per connectar-se amb ell .
§2 . Cálcul de ip(0) i Rp (B,w) en funci6 dels desenvolupaments p-ádics
Salvant la conjugaci6, el problema d'obtenir una bona pa-
rametritzaci6 de S T és equivalent al de tenir una bona parame-
tritzaci6 de A' i aquest últim és més fácil de resoldre . Per co-
mengar ja sabem que tot element BE A s'escriu de manera única :
0 = a l	+a2p + a 3p2 . . . . .,
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amb els a iE9 . Denotem d0=m0=1 i :
_mdi = [(yp(ai . . . .,ai) :Qp(al, . . .,ai-l)1 . mi =
	
II d~, ti=m .'j>i
il
per a tot i : 1 . QP(al, . . .,ai)=Tm,C T ; per tant els mi divideixen
i
tots m i com que ml lm2 l . . . . . a la forga aquesta successi6 esde-
v6 constant . És a dir que existeix un s tal que :
Ipp(al, . . . . as+1 )	= (pp(al, . . .,ai, . . . . ) = 9p(e) ;
de manera que 6 , FA' si i només si per algun s és m=ms+l . Falta
ara perqué aquesta descripci6 de A' sigui "bona" que donats a,
wE A' fbssim capagos de calcular ip(0) i Rp(B,w) en funci6 dels
seus desenvolupaments p-ádics .
Sigui, per a cada i>1 :
2
e l = a l + al+lp
+
al+2p + . . . . . ;
de manera que Be l i Bi=al+pOi+l per a tot i . Observis que enca-
ra que B E A' els 0,'s no tenen perqué ser primitius, tot el que
podem assegurar és :
9 E A' 9 i+1 C%
1
, Per a tot i > 1 .
i
Redu1rem escalonadament el célcul de ip (0) i Rp (0,-) al dels
mk mkip (B) i Rp (B ,w) .
Lema 3 .5 . Sigui B = E alpi-1, alE ~ . Per a tot k >l es té :
i>1
1) ip-1 (9 k ) = dkip (B k) .
2) iP (9k ) = 2tk(tk-1) + iP (9 k+1 ) .
Sigui w= E bipbi
E R i suposem que ak=bk . Aleshores :i>1
3)
	
Rp-1 (e k'wk) = dkRp .(ek'wk)
4) Rp(e k'c.ak ) = tk + R
p
k(ek+1' wk+1 )'
Demostració . Recordem que Tm
k-1
(ak)=Tm
k
i que dk=[Tm
k
:Tm	]
k-1
Si dk=1 les afirmacions 1) i 3) sbn trivials . Si dk> 1, els
aE G
N-1
que no pertanyen a G faran a(ak )~ak , per tantmk
vp (e k-a(e k))=vp (e k-o(wk ))=0 . En conseqüéncia :
t
i -l (9 ) = k-1 E v (9 - a(9 ) )p k 2 1ÑEG p k k
mk-1
= t2 l E vp (ek- a(e k )) = dkimk (e k ) .1~UEGm
k
Rp-1 (e k 'wk ) = tk-l
aEG
E v (e k
- a(wk)) _
mk-1
m
= tk-1 E vp (e k
- a(c` .~c) ) = dkRpk (B k '(Jk ) .
aEGmk
Aixó prova 1) i 3) . Per provar 2), com que akE Tm, i els canvis
lineals no afecten l'index tenim :
imk _ _ _(ek ) -
imk
(e k-ak ) -
imk
(pek+1 ) 2tk (tk-1) +
imk
(ek+l) .p p p p
Finalment, 4) és obvia :
Rp (e k ,c.V = Rp (pe k+l'p"c+l )	~ + Rp (ek+l'wk+l) . #
Definim 1'ordre de conjugació entre dos enters 0,-EA com :
k = max (v (6- a(w)) } ,
GEG p
Clarament k está caracteritzat per ser el máxim natural tal que
0 i algun conjugat de w tenen els k primers coeficients del de-
senvolupament p-adic iguals . Dos enters s6n conjugats si i no-
més si tenen ordre de conjugaci6 infinit .
Proposici6 3 .6 . *) Sigui 0= r,
	
aiP
i-1 , alC 6i. Aleshores,
>1
ip (0 ) = 2 E (ti-1) . (3)1
Sigui w = E bip
i-1 , biE 6{ . Sigui k 1'ordre de conjugaci6 entre
i~,1
0 i w . Aleshores :
k
R (0 w) = m E t . .
p i=1 1
Demostraci6 . Com ja hem vist abans, OE A' si i només si el mem-
bre de la dreta de (3) és finit ; per tant, si 0 g A' els dos mem-
bres de (3) valen - i la fórmula és correcta . Suposem que OE A' .
L'aplicaci6 recursiva del Lema 3 .5 ens dóna :
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i (O) = 2 E (ti-1) + mripr (0 rp +1)i=1
per a qualsevol r > 1 . Peró a partir del moment en que mr=m ja es
m
té que tr=1 i ipr(0r+1)=o .
Per provar la fórmula de la resultant podem suposar, subs-
tituint w per un conjugat seu, que al=b i per a tot i -<k . L'apli-
caci6 recursiva del Lema 3 .5 d6na :
k m
Rp (O,w) = m E ti + mkRPk(ok+l'wk+l)'i=1
A la forga ak+l i bk+1 no s6n conjugats sobre Tm doncs si un_ k
a E Gm	fes ak+l= a(bk+1 ) ' 0 i
co tindrien ordre de conjugaci6 més
k
gran que k . En consegtiéncia, v
P
(0k+1- a(wk+l ) )=0 Per a tot a E Gmk
i per tant Rpk (0k+1'wk+1 ) =0 . #
Veure els Lemma 1 i Lemma'2 respectivament de[Sliwa,1982] .
Per "baixar" aquests resultats mbdul conjugaci6 i tenir-
los a nivell de polinomis ens interessa considerar d'ara enda-
vant que els enters de A' s'expressen de manera única com :
inf{ r, s} .#
B
	
= a l + a2P +
a3p2 + . . . . + a ses-l + t ps . (4)
amb aiE 9 tals que ms=4 (Pp(al, . . .,as)T ] és un divisor estricte
`'P m
de m i JE Am és discriminantal, és a dir, ips (1)=0 . Observis
s
que s no és més que el primer subindex que feia ms+l=m i que
j=o s+l' Com que 6s+l-as+1 genera 1'extensi6 residual T/Tm ,s
0s+l és discriminantal pel Lema 3.1 . De la Proposici6 3 .6 deduim :
Corol.lari 3 .7 . Sigui OCA expressat com a (4) . Aleshores :
s
ip (B) = 2 E (ti -1) .
i=1
r
Sigui w = E blpi-1 + iprE A en la seva expressi6 (4) . Aleshores :
i=1
k s m
R (B, w) = m E t . 6 R (B, w) = m E t . + m R s (1j),p i=1 1 p i=1 1 s p
segons si 1'ordre de conjugaci6 k entre 0 i w és < 6 :1 que
Destaquem finalment que absolutament tots els resultats
d'aquest parágraf s6n trivialment generalitzables al cas en que
el cos base és Td , dIm, i així seran utilitzats en el paragraf
següent . Més precisament, només cal substituir a totes les fbr-
mules m per d . Els hem enunciat i provat sobre 9p exclusivament
per comoditat en 1'exposici6 .
§3 . Una bona parametritzaci6 de ST
Com descriure ele elements de ST? Si assajem de buscar
criteris en termes dels coeficiente dels polinomis ara el fra-
cás és segur . El que farem és intentar caracteritzar un polinomi
de ST en termes del desenvolupament (4) de les seves arrels . A-
quest desenvolupament i el Corol.lari 3 .7 ens suggereixen les
següents definicions : sigui d un divisor de m i denotem do=mo =d .
Definim Ad com el conjunt de les cadenes :
86
[ p1 (X) " `p2 (X) . . . . . . w s (X) fF (X) I
	
, (5)
satisfent les següents propietats :
1) .	~pi (X), .1 -<i <s, és un polinomi irreduible de
mi
[XI, de grau d i , essent mi-1= II d . .p -1 j<i
s
2) ms= Ii di	é un divisor estricte de m .
i=o
3) F (X) E Am [XI és de grau m i irreduible (mod.p m ) .
s S s
Definim per a cada CE Ad expressada com a (5) :
s
ip(C) - 2d E (ti -1) .i=1
on ti=m/mi com fine ara . Si C'E Ad és una altra cadena,
C' = [ ~1 (X) . . . . . . 41 r. (X) : H (X) ) .
i k és el máxim natural tal que sp i (X)=0i (X) per a tot i5 k, de-
finim :
k s m m
Rp(C,C') = d
E ti 6 RP(C,C') = d E ti+ d Rps(F,H),i=1 i=1
segons si k és < ó > inf(r,s) .
Sigui ,p (X) E
	
lr d[XI irreduible de grau d' divisor de d .p
Podem definir una aplicació :
Ad
que consisteix simplement en allargar les cadenes de Add , posant
~o(X) com a primer polinomi . Les següents fbrmules sbn clares a
partir de les definicions :
ip([,P,C] ) = 2d ( dd' -1) + d'idd'(C) .
per a qualsevols C,C'E Add' .
a) ip(0) = ip(P(B)),
2
RP([sP,CJ ,[w,C - J ) = 2 +
d,Rd (C,C') 1
d d
p
Tenim una aplicació natural Aá - P - Ad	co s stenten
assignar a cada OCAá expréssat com a (4) la cadena constituida
pels Irr(ai , b
mi-1
) i Irr(1,Tm ) . Seria desitjable que aquesta
s
aplicació conservés índexs i resultants i que factoritzés a tra-
vés de la conjugació . Concretament desitjem que :
b) RP(9,w) = Rp(P(0),P(w)),
c) 6 i w conjugats -_ P (O) = P (w) ,
Ad P9 Ad
per a qualsevols B,w Aá . Doncs bé, a) és obviament certa pera
b) i c) no ho sbn (veure Exemple 3 .10) . Cal adonar-se,peró, que
no volem una descripcib "natural" de ST/T sino que Púnica cosa
d
que ens interessa és construir una bijecciú qualsevol entre ST/Td
i Ad que conservi índexs i resultants ja que, clarament, el pro-
blema combinatori que comporta resoldre la tercera fase será ales-
hores equivalent en tots dos conjunts . Per construir aquesta bi-
jecci6 seleccionem per cada,parella, (k,sp (X)) , k: 1, 9 (X)E II- k[ X]
p
irreduible, una arrel de ;p(X) i la distingim de les demés . Aques-
ta elecci6 d'elements canónics dins dels II- k fa possible una e-
p
lecci6 canónica de les arrels d'un polinomi de ST/T .d
Proposici6 3 .8 . Per a tot f(X)E ST/T hi ha una i només una de
d
les seves arrels amb la propietat de que expressada com a (4) els
a l , . . ., as ,t
	
s6n tots ells 1'arrel canónica respectiva dels
Irr (ai , II-
mi-1
), Irr (j , b m )s
p p t1Demostraci6 . Sigui f(X)=9 1 (X) (mod .p d ) , ~p l (X) irreduible de
Fpd[ X] de grau d l . Si T7 1 , . . . ,n d1 s6n les arrels de 91(X) a IF dd
p 1
sabem que la factoritzaci6 de f(X) en producte d'irreduibles a
Tdd [X] és : f(X)=gl(X) " . . . " gd (X), cada gi (X) de grau t l i satis-1 t 1
fent gi (X)= (X-n i ) l ((mnc7 .n d ) . Si_ ' n . es 1'arrel canc)nira de 9 (,X)3 1
hi ha exactament tl arrels de f(X) tals que en 1'expressi6 (4)
satisfan a l=??
j
; s6n justament les arrels de gj (X) i per tant s6n
totes elles conjugades sobre Tdd . Sigui 6 una qualsevol d'aques-
1
tes arrels, considerem 0 1 =(O-a l )/p i f l (X)=Irr(B 1 ,Tdd ) i tornem1
a comengar . Al final tindrem que hi ha exactament ts arrels de f(X)
f(X) que en 1'expressi6 (4) tenen a l , . . ., aS canónics ; aquestes
s6n exactament les arrels d'un dels factors irreduibles, diguem-ne
ne F(X), de fs-1 (X) a Tm [X] i per tant conjugades sobre Tm . A-
s s
quest F(X) ja és irreduible (mod .pm ) i per tant de les seves
s
arrels només n'hi ha una que (mod .p m ) sigui la canónica .#
s
En conseqüéncia tenim una aplicaci6 ST/T can Ad con-d
sistent en seleccionar de cada polinomi aquesta arrel canónica
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de la qual acabem de provar 1'existéncia . Doncs bé el sorprenent
és que la composici6 :
can 1 Ad,
	
P
ST~Td
----~, Ad
és bijectiva i conserva índexs i resultants . Clarament can és in-
jectiva i conserva índexs i resultants, per tant només cal provar
que P restringida a. Aáan can(ST/T~) és bijectiva i conserva
índexs i resultants . L'exhaustivitat és evident . Ara, si P(9)=
P(w), tenim que cada al és conjugat amb bi sobre Tm, i i
i-1
s6n conjugats sobre Tm . Aquesta propietat no és en general ni
S
més débil ni més forta que el ser conjugats (vegis Exemple 3 .10) ;
aixó implica que al i b i s6n arrels del mateix polinomi irredui-
ble de ~~
mi-1
[XI . peró quan B,wE Adcan a la forga al=bi i en
p 1consegUncia a l =b i ; junt amb el fet de que 1 i 1 siguin conjugats
sobre Tm	enaquest cas si que tenim que 0 i w s6n conjugats i
S
per tant iguals . Finalment, entre enters de Aáan també és cert
que el fet de que tinguin ordre de conjugaci6 k és equivalent a :
Irr (ai , ~[- m . ) = Irr (b i , IF m . ) per a tot i <k, ip i-1 p i-1
Irr (ak+l' I~ m ) Irr (bk+1' ~F mk) .p k p
Per tant Rd (0,-) = Rd (P (e) ,P (w)) per a qualsevols B
Hem provat doncs :
Teorema 3 .9 . Existeix una aplicaci6 bijectiva ST/T ~~ Add
tal que per a tot f(X),g(X)E ST/T. :
id (f) = id (P (f)) i Rd(f,g) = Rd (P (f) , (g)) .#p p p p
,wE Acan .d
Exemple 3 .10 . Donem a continuaci6 un exemple amb p=2 que il .lus-
tra tot el procés seguit . Siguin :
f(X)
	
= X4-7X2+13, g(X) = X4-X 2+6X+43, w (X) = X2+X+1 .
Tenim f(X)=_g(X)=_sp(X) 2 (mod .2) i per les técniques vistes al Capí-
tol 2 es comprova que f(X) i g(X) s6n regulars, irreduIbles a
(P2[X] i generen T4 1'Gnica extensi6 no-ramificada de Q2
de grau
quatre .
Siguin +0 ,±0' les arrels de f (X) ; tenim 0 2+0 ' 2 =7 i (0 0') 2=
=13 . Observis que 3-0 2 i 3-0' 2 s6n arrels de ~p(X) ; podem :
a = 3-0 2 , b = 3-0 ' 2 .
És clar que ÚnT2={O,a,b} . Es una simple comprovaci6 que
g(0+02-0'2)=0, per tant les arrels de g(X) s6n :
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=n .n 2 n .2wl v --v -v ,
- n ,A2 n ' 2 -n . n .2 n2w2--v-rv -v , w3 -v ,v -v ,
Considerem els polinomis discriminantals de T2[X] :
H(X) = X2+aX-1, F(X) = X2+bX-1 .
Es facil comprovar que els enters de T4 :
B
w -b w -b
2a= 2 , -0
-a= 2 s6n les arrels de H(X), i
0 2
-a -
0
,- w -a
2 b= , 2 b= 2 s6n les arrels de F(X),
n .in12 n2w4 =-v Tv - -v .
que podem denotar 7 1 ,72 i 0 1 10 2 respectivament . Per tant, l'ex-
pressi6 (4) de les arrels de f(X) i g(X) és :
0 = a+27 1 , -0- a+272 , 0' = b+20 11 -0' = b+20 2 , i
101
= b+27 1 , w2 = b+272 , w3 = a+20 1 , w4 =
a+202'
i en conseqüéncia :
P(9)
	
= P ( -e) = P(wl ) = P(co2 ) _ [~P(X) ;H(X)], i
P(6') = P(-9 ') = P (w3 ) = P (w4 ) = [sP(X) ;F(X)]
De manera que arrels del mateix polinomi tenen diferents cadenes
associades i arrels de polinomis diferents la mateixa cadena . Qui-
na podem assignar a f(X) i quina a g(X)? Per altra banda,
No obstant, si fem una eleccib qualsevol d'arrels de w (X), fi(X)
i F(X), per exemple a,72,R1 la situacib queda solventada . L'arrel
canónica de f(X) és -B i la de g(X) és w3 , per tant, a f(X) li
as sociem la cadena [,p(X) ; H (X) ] i a g (X) la [ sp(X) ; F (X) ] . Tenim ales-
hores :
com cal . #
R2 (f,g) = R2 (B,wl ) = 8, i en canvi R2(P(B),P(wl)) = --
R2 (f,g) = R2 (-9,ca3) = R2(P(-B),P(w3)) = 8 .
Per fi hem aconseguit una parametritzacib de ST (i de
ST/T
d
) més natural del que sembla . Cada f(X)EST 1'hem caracte-
ritzat pels 9i (X) irreduibles de F
mi-1
[X] que es van obtenint
al aplicar el procés descrit en la prova de la Proposició 3 .8,
fins arribar a un polinomi discriminantal . Qué passa és que aquest
procés no és Cnic i s'ha de fixar una manera canónica de fer-lo .
Remarca . Podem definir la longitud d'un polinomi f(X) E ST/Td
com la longitud de la cadena de Ad unfvocament associada a f(X)
comptant com un sol esglab cada grup de polinomis X contigus .
Es clar que la longitud d'un f(X) pot ser arbitráriament gran
(vegis 1'exemple del final del §l del Capítol 2) . Un polinomi és
discriminantal si i només si té longitud 0 i un polinomi és re-
gular si i només si té longitud menor o igual que 1 .
§4 . Resolució del_prob'lema combinatori
Malhauradament només hete pogut trobar una solucib algorít-
mica del problema combinatori que representa calcular :
Jd (n)
	
= min íE Rd (C .,C .) + E id (C .)},1<j p 1 7 i p 1
prenent n cadenes de Ad . .
L'algoritme consisteix en elaborar una "llista" de cade-
nes de Ad :
C1,C2""" C¡ , . . . . . (7)
seguint el següent criteri : un cop escollides C1 , . . . ,Ci-1 selec-
cionem per al lloc .i-éssim una qualsevol de les cadenes de Ad
que tenen la propietat dé que el valor :
c -(i) = id (C .). + E Rd (C .,C .),d p 1 j <i p 1
sigui el mínim possible . El valor cd (i) . .1'anomenem la contribució
de la cadena Ci (*) . Aquesta llista la confeccionarem a partir de
dlm Pd (d') subllistes, composta cadascuna per cadenes de Ad
qu comenrgen totes pel mateix polinomi irreduible de IF d[X] de
pgráu divisor de mjd i confeccionades seguint el mateix criteri
(*) Més que la llista en si el que ens interessa són aquestes contribucions,
de manera que el que fará 1'algoritme és elaborar la llista d'aquests valors .
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de seleccionar en cada pas la cadena que aporta contribuci6 mini-
ma entre totes les d'aquest tipus . Cada cadena duna determinada
subllista fa Rd(C,C')=0 amb qualsevol cadena de les altres sub-
llistes, per tant la llista (7) consisteix exactament en comparar
les contribucions de les primeres cadenes de cada subllista enca-
ra no incorporades a la llista global i escollir la de contribu-
ci6 mínima . Observis que la contribuci6 de la cadena a la llista
global és la mateixa que tenia dins de la seva subllista .
Sigui ~P(X)E . IF d[X] irreduible de grau d' divisor de m/d .
P
Les fbrmules (6) mostren que si :
és la llista global de les cadenes de Add  aleshores :
[9,Ci]r[SPICZ]i . . . . . . [,P,Ci], . . . . . . . .
	
(9)
és la subllista de les cadenes de Ad que comengen per ~P(X) . També
ens donen que si c és la contribuci6 de la cadena i-éssima de la
llista (8), aleshores,
2
d'c +
d2dT
(i-1) + 2d (dm' -1) " (10)
és la contribuci6 de la cadena i-éssima de la subllista (9) . En
particular comprovem que les contribucions de les cadenes d'una
subllista només depenen del grau del primer polinomi ; per tant,
quan en un moment determinat convingui incorporar a la llista
global la cadena k-éssima duna determinada.subllista a continua-
ci6 haurem d'incorporar tots els elements k-éssims de les subllis-
tes corresponents a polinomis irreduibles de IF d[X] del mateix
grau . En conseqüéncia ens preocuparem només de
P
confeccionar una
sola subllista per a cada divisor de m/d .
Hem vist que la confecció de cada subllista requereix
conéixer les llistes globals dels Add' les quals també necessi-
ten confeccionar les seves própies subllistes, elaborades altra
vegada a partir de les llistes dels Add'd",etc,etc . Observis que
en particular cada llista global es necessita a si mateixa per
confeccionar la su bllista de les cadenes que comengen amb poli-
nomis de grau 1 !
Naturalment, queda pendent la prova de que obrant així
minimitzem, és a dir que per a qualsevol llista (7) obtinguda
d'aquesta manera es tindrá :
per a tot n . Aquesta propietat ja sabem que la gaudeixen les sub-
llistes corresponents a polinomis irreduibles (mod .p d ) ; en efec-
te, es dedueix de la prova de la Proposició 3 .3 i del Corol .la-
ri 3 .4 que :
Proposició 3 .'ll . Sigui :
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n
	
n
Jd (n) = E Rp(C i ,C j ) + E ip(Ci ) = E cd (i),
1<'i<' <_nJ' _n i=1 i=1
[F1 (X)] jF2(X)], . . . . .,[Fi(X)], . . . . . . .
una llista qualsevol de cadenes de Ad compostes d'un sol polinomi
de Td[ X] congruent (mod .p d ) al mateix polinomi irreduible ~o(X)
de grau t de íF d[X] . Si la llista ha estat confeccionada mini-
p
mitzant la contribució ci de cada cadena amb les anteriors, es té :
n
Ip(n) = E c i ,
i=1
per a tot n . En conseqüéncia, els ci 's estan obligats a valer :
ci+1
	
= t E
}v0
[ lm) , per a
tot i : 0 .#
p
Passem ja a descriure 1'algoritme en detall . Siguin :
m = d 1 ,1
> d1 ,2 > . . . . . > dllrl = 1,
els divisors de m i per a cada 1 ~<i <r 1 denotem :
d1,i
=
di,l > di,2 > . . . . . > di,ri
= 1,
els divisors de d 1 ~ i . Hem de confeccionar r 1 -1 llistes ; parlarem
de la llista i-éssima per referir-nos a la formada per cadenes
de Am/d
i
. Per cada llista hem d'elaborar r i subllistes ; parla-
,l
rem de la subllista (i,j) per referir-nos a la formada per cade-
nes, el primer polinomi de les quals té grau di,j . Denotem
:
qi,j = Pm/di ,l
1<i<r1 , 1<j<ri .
Denotarem en cada instant del procés per c
l.,j
la contribució de
la primera cadena de la subllista (i,j) encara no escollida per
integrar-se a la llista i-éssima . Així dones, cada nou element
d'aquesta llista s'obtindrá buscant quin
ci,j,
1 9 j <ri , és mí-
nim . Un cop incorporat aquest element a la llista hem de canviar
el valor de c .i,j per la contribució que fa
el següent element de la
la mateixa subllista . L'única cosa que podria fer "encallar" a-
quest procés, i que per tant hem d'evitar, seria que per substi-
tuir el valor c
l.,j
haguéssim de recórrer al k-éssim terme duna
llista global que encara no hagués estat confeccionada fins a k
termes . Perqué inicialment no hi hagi cap llista buida suposem
que ja tenen totes les qi .l cadenes a que dóna lloc el primer
element de la subllista (i,l) . Totes les subllistes (i,j) amó
j > l les suposem buides . En aquestes condicions tenim clarament :
dc
	
= 1 .J (dl .l - 1) .
per a tot 1 Si <rl , i tot j >l . Les successives contribucions
ci,l les treiem de la Proposicid 3 .11, mentre que les ci,j,
.
j >l
les obtenim recursivament utilitzant la fórmula (10) .
Teorema 3 .12 . Denotem ki., kl, .j
les longituds respectives de la
llista i-assima i subllista (i,j), per a tot 1 <i <rl , 1 ~<j -<ri*
Denotem ci(n)=cm/d
i ,l
la contribució de 1'element n-éssim de
la llista i-éssima . Aleshores l'algoritme que descrivim a conti-
nuacib permet anar obtenint els c i (n) sense interrupció .
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condicions
inicials
ampliem la
llista i-éssima
Provem finalment que aquest procés minimitza :
Proposició 3 .13 . Per a tot divisor d de m es té :
Demostracib . Les llistes de cadenes de Ad amb m/d primer són au-
tosuficients ; no necessiten recerrer a d'altres llistes ja que
només tenen dues subllistes, la (i,l) ben coneguda per la Propo-
sició 3 .11 i la (i,2) que es confecciona a partir de la pr8pia
llista global . És evident que per confeccionar aquestes llistes
el procés no s'encalla ; per tant, per recurréncia no s'encalla
tampoc a les altres .#
d
n
J (n) = E cd(k) per a tot n .
k=1
Demostraci6 . Denotem Hd(n) per indicar que 1'afirmaci6 de la Pro-
posici6 és certa per a tot r < n . Ho provarem per doble inducci6
sobre n i sobre els divisors de m/d . Concretarem provarem :
H (n) ;
	
H ' (k) , pk, Vd ,
La primera de les hipótesis implica que per a tot r 9 n la suma
de totes les contribucions dels r primers elements de la subllis-
ta de Ad corresponent a les cadenes que tenen el primer polino-
mi de grau 1 és la mínima possible . La segona hipbtesi implica
que aixó és cert ales demés subllistes, per als primers k ele-
ments, i per a tot k .
Sigui n+l=n1+ . . .+nr una distribuci6 qualsevol de n+l ca-
denes de Ad entre les respectives subllistes amb la propietat
de que la suma de les contribucions és la mínima possible . Sigui
n+1=ni+ . . .+nr la distribuci6 entre les subllistes de les n+l
primeres cadenes obtingudes minimitzant pas a pas . Clarament, el
cas ni=. . .--nr-1=0 no es pot donar doncs si treiéssim un dels nr
elements i n'afegíssim un de la primera subllista obtindriem una
familia de cadenes amb suma total de contribucions estrictament
més petita . Per tant nr <n . Com que la suma total de contribu-
cions coincideix amb la suma de les r sumes de les contribucions
dins de cada subllista, clarament podem suposar que les nl , . . .,
nr cadenes s6n les primeres de cada subllista doncs en cas con-
trari, substituint-les per aquestes filtimes minimitzariem o dei-
xariem igual la suma de les contribucions . Finalment comprovem
que aleshores no pot h.aver cap desigualtat n i <ni, n
j
>n
3
. En
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efecte, si C' és la primera cadena de les ni que no hi és entre
les ni i C és la primera de les n. que no hi és entre les n!,
la contribució de C' amb les ni primeres cadenes és menor (o i-
gual) que la de C amb les n! primeres, ' doncs en cas contrari en
la minimitzacid pas a pas haguéssim col.locat C abans de C' . Per
tant si de'la familia ni , . . . . nr eliminem C i hi afegim C' obtenim
una familia amb suma total de contribucions més petida (absurd)
o igual ; en tot cas, o bé n i=ni per a tot i, o bé després d'una
série de canvis com aquest hi arribariem .
La prova acaba observant que si m/d és primer la segona
hipótesi és trivial i la primera se satisfá per n c pd (m/d) . Si
m/d és qualsevol, la segona hip5tesi és certa per hipatesi d'in-
ducció i la primera ho és per n 9Pd (m/d) .#
L'algoritme del Teorema 3.12 encara que complicat en la
seva elaboracib és molt fácilment programable i rapidissim
d'execucib . Acabem aquest Capitol donant dues taules amb el va-
lor de Ip(nTm) per p=2,3 i m=2,3,4,5 i 6 . A les taules no repe-
tim les contribucions sino que al costat de cada nova contribu-
ció c donem el nombre de vegades q que hi hauria de figurar re-
petida . De manera que Ip (nTm) ve donat per la suma deis produc-
tes c " q de totes les,files fins arribar al lloc en que la suma
de les q's és igual a .n . En els cassos p=2,m=3 i p=3,m=2 les
contribucions es reoeteixen sempre el mateix nombre de vegades,
2 i 3 respectivament .
Taula 3.14 . p=2 .
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m=2 m=3 m=4 m=5 m=6
n c q n c q n c q n c q n c q
1
3
4
5
6
8
9
11
12
13
15
16
17
19
20
21
22
24
25
27
28
29
31
32
33
35
36
37
39
40
42
43
44
45
47
48
49
51
52
53
54
56
57
59
60
61
63
64
65
67
0
1
2
4
6
6
10
10
12
14
15
16
20
21
22
24
26
27
30
31
32
34
35
36
42
43
44
46
47
48
51
52
54
56
57
58
62
63
64
66
68
68
72
72
74
76
77
78
84
85
1
2
1
1
1
2
1
2
1
1
2
1
1
2
1
1
1
2 .
1
2
1
1
2
1
1
2
1
1
2
1
2
1
1
1
2
1
1
2
1
1
1
2
1
2
1
1
2
1
1
2
2
4
6
8
10
12
14
16
18
20
22
24
26
28
30
32
34
36
38
40
42
44
46
48
50
52
54
56
58
60
62
64
66
68
70
72
74
76
78
80
82
84
86
88
90
92
94
96
98
100
0
3
3
6
9
12
12
15
18
21
24
27
30
33
33
36
39
42
42
45
48
51
54
57
60
63
63
66
69
72
72
75
81
84
84
87
90
93
93
96
99
102
105
108
111
114
114
117
120
123
2 3
4
7
9
12
13
16
19
20
23
25
28
29
32
35
36
39
41
44
45
48
51
54
55
58
60
63
64
67
68
71
73
76
77
80
83
84
87
89
92
93
96
99
100
103
105
106
109
112
115
0
2
4
6
8
10
12
16
18
20
22
24
26
28
32
34
36
38
40
42
44
48
52
52
56
56
60
60
68
68
72
74
76
76
80
84
86
88
90
92
94
96
100
102
104
106
108
110
112
116
3
1
3
2
3
1
3
3
1
3
2
3
1
3
3
1
3
2
3
1
3
3
3
1
3
2
3
1
3
1
3
2
3
1
3
3
1
3
2
3
1
3
3
- 1
3
2
3
1
3
3
6
12
18
20
26
32
38
44
50
52
58
64
70
76
84
86
92
98
104
110
116
118
124_
13Q
136
142
148
150
156
162
168
174
180
182
188
194
200
206
212
214
220
226
232
238
244
246
252
258
264
270
0
5
10
10
15
20
25
30
35
35
40
45
50
55
60
60
65
70
75
80
85
85
90
95
100
105
110
110
115
120
125
130
135
135
140
145
150
155
165
165
170
175
180
185
190
190
195
200
205
210
6
6
6
2
6
6
6
6
6
2
6
6
6
6
6
2
6
6
6
6
6
2
6
6
6
6
6
2
6
6
6
6
6
2
6
6
6
6
6
2
6
6
6
6
6
2
6
6
6
6
9
11
20
21
30
32
34
43
52
53
55
64
73
75
84
85
94
96
98
107
116
117
119
128
137
139
148
149
158
160
162
171
180
181
183
192
201
203
212
213
222
224
226
235
244
245
247
256
265
267
0
3
6
6
12
15
15
18
24
24
27
30
36
39
42
42
48
51
51
54
60
60
63
66
72
75
78
78
84
87
87
90
96
96
99
102
108
111
114
114
120
123
123
126
132
132
135
138
144
147
9
2
9
1
9
2
2
9
9
1
2
9
9
2
9
1
9
2
2
9
9
1
2
9
9
2
9
1
9
2
2
9
9
1
2
9
9
2
9
1
9
2
2
9
9
1
2
9
9
2
Taula 3.15. . p=.3
m=2 m=3 m=4 m=5 m=6
n c q n c q n c q n c q n c q
3 0 3 8 0 8 18 0 18 48 0 48 116 0 116
6 1 16 3 8 21 2 3 96 5 48 124 3 8
2 19 3 3 39 4 18 144 10 48 240 6 116
12 4 27 6 8 42 6 3 147 10 3 243 6 3
15 5 35 9 8 60 8 18 195 15 48 359 12 116
18 6 43 12 8 63 10 3 243 20 48 367 15 8
21 8 46 12 3 81 12 18 291 25 48 370 15 324 9 54 15 8 99 16 18 339 30 48 486 18 116
27 10 62 18 8 102 18 3 387 35 48 602 24 116
30 12 70 21 8 120 20 18 390 35 3 605 24 3
33 14 73 21 3 123 22 3 438 40 48 613 27 8
36 14 81 24 8 141 24 18 486 45 48 729 30 11639 16 89 27 8 144 26 3 534 50 48 845 36 116
42 18 97 30 8 162 28 18 582 55 48 853 39 845 20 100 30 3 180 32 18 630 60 48 969 42 1148 22 108 33 8 183 34 3 633 60 3 972 42 3
51 22 116 36 8 201 36 18 681 65 48 1088 48 11654 24 124 39 8 204 38 3 729 70 48 1096 51 857 26 127 39 3 222 40 18 777 75 48 1099 51 360 27 135 42 8 225 42 3 825 80 48 1215 54 1163 128 143 45 8 243 44 18 873 85 48 1331 60 1166 30 151 48 8 261 + 48 18 876 85 3 133 60 369 31 154 48 3 264 1 50 3 924 90 48 1342 63 872 32 162 51 8 282 52 18 972 95 48 145 66 11
75 34 170 54 8 285 54 3 1020 100 48 157 72 11
78 35 178 57 - 8 303 56 18 1068 105 48 158 75 8
81 36 181 57 3 306 58 3 1116 110 48 169 78 1184 40 189 60 8 324 60 18 1119 110 3 1701 78 3
87 41 197 63 8 342 64 18 1167 115 48 181 84 1190 42 205 66 8 345 66 3 1215 120 48 182 87 893 44 208 66 3 363 68 18 1263 125 48 182 87 3
96 45 216 69 8 366 70 3 1311 130 48 194 90 1199 46 224 72 8 384 72 18 1359 135 48 206 96 11102 48 232 75 8 387 74 3 1362 135 3 2063 96 3105 49 240 78 8 405 76 18 1410 140 48 2071 99 8108 50 243 78 3 423 80 18 1458 145 48 2187 102 116111 52 251 84 8 426 82 3 1506 150 48 2303 108 116114 54 259 87 8 444 84 18 1554 155 48 2311 111 8117 54 262 87 3 447 86 3 1602 160 48 2427 114 116120 56 270 90 8 465 88 18 1605 160 3 2430 114 3123 58 278 93 8 468 90 3 1653 165 48 2546 120 116126 60 286 96 8 486 92 18 1701 170 48 2554 123 8129 62 289 96 3 504 96 18 1749 175 48 2557 123 3132 62 297 99 8 507 98 3 1797 180 48 2673 126 116135 64 305 102 8 525 100 18 1845 185 48 2789 132 116138 66 313 105 8 528 102 3 1848 185 3 2792 132 3141 67 316 105 3 546 104 18 1896 190 48 2800 135 8144 68 324 108 8 549 106 3 1944 195 48 2916 138 116147 70 332 111 8 567 108 18 1992 200 48 3032 144 116150 71 340 114 8 585 112 18,1 2040 205 48 3040 147 8

Capítol 4 .
	
El cas tota lment ramificat
Sigui pE2Z un primer que suposarem fix al llarg de tot el
capítol . Volem calcular ara I (nL) quan L és una extensi6 total-
P
ment ramificada de Q
p
de grau e . Als §1 i §2 redulm totalment
el problema a 1'estudi dels següents subconjunts de SL :
SL = { f (X) E SL les arrels del qual tenen vP	(6 =r},l-<r<e .L
L'estudi detallat d'aquests conjunts només 1'emprenem ja situats
en el cas moderadament ramificat . Al §3 resolem completament el
cas (r,e)=1 i aixó permet obtenir Ip(nL) quan e(L/9p) és primer
diferent de p . Al §S estudiem el cas (r,e) >1, (e,p-1)=1 i obte-
nim una bona parametritzaci6 de SL peró deixem pendent la reso-
luci6 del problema combinatori dins d'aquest conjunt .
§1 . Classificaci6 dels elements de S L
En aquest parágraf i el següent L denotará una extensi6
totalment ramificada fixa de
IPP
de grau e, A 1'anell d'enters
i P 1'ideal primer de A .
Els elements de SL ' pel fet de ser irreduibles, tenen un
poligon de Newton compost d'un sol costat amb pendent r/e, r : 0 .
Pel Teorema del poligon, les arrels d'un tal polinomi tenen to
tes vP ( 0 )=r . Classi-ficarem els elements de SL segons aquest va-
lor . Definim per a tot r >O :
SL = {f(X)E SL les arrels del qual tenen vp (0)=r} .
Sembla en principi una bona classificacib de cara als nostres
propcisits ja que per la Proposicib 2 .3 :
f (X) E SL,
	
g(X) E
SL .
, r r'
Ara caldrá estudiar qué passa dins de cada SL . Encara podem fi-
lar més prim, si r: e i f(X)C- SL, per a cada arrel 0 de f(X),
e/p és un enter i Irr(9,(p)E SL-e . Per tant el coneixement dels
SL amb 0<_ r< e ja determina el coneixement de tots els altres .
D'entre aquests, SL requereix un tractament especial ; en efecte,
si f(X)E SL, f(X)=_(X-a)e (mod .p), ayÉ0, per tant un canvi lineal
de la variable el transforma en un polinomi de u SL . Els SL,-
r>1
. .,SL-1 els consideren ja "irreduibles", és a dir, no veiem ma-
nera de subdividir-los més i atacarem el seu estudi directament.
Podem resumir la classificacib que hem fet de SL en el següent
esquema :
SL
on hem denotat :
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SXL
SYL
U SL = { f (X) E SL/ f (X) =Xe	(mod.p) } ,
r:1
e-1
u S r ,L SL = U SLr .r>e r=1
Rp (f,g) = e-inf{r,r'} .
La fletxá normal indica la descomposicib d'un conjunt en la unió
disjunta de dos subconjunts i la trencada indica que un conjunt
s'obté a partir de 1'altre mitjangant transformacions que faran
possible la resolucib del seu problema combinatori a partir de
la resolucib del problema combinatori de 1'altre . Es veu clara-
ment que el conjunt SL precisa forgosament d'una descripcib in-
dependent .
Abans de passar a concentrar-nos en 1'estudi de SL , dedi-
quem el parágraf següent a analitzar en detall com s'han de fer
totes aquestes connexions per tal de calcular Ip (nL) suposant
ja resolt el problema de calcular per a tot 1 -_< r < e :
I r (n) = min{E Rp(fi ,f j ) + E ip(fi )}, .
prenent n elements de SL .
§2 . Resolücib del problema-combiriátori
La resposta torna a ser,malhauradament,algorítmica . Adop-
tarem el mateix punt de -vista que al Capftol 3 . Confeccionarem
dues llistes que anomenarem "llista de SL" i "llista de SL" for
mades respectivament per elements de SL i SL amb la propietat
de que cada element está caracteritzat per minimitzar la contri-
bucib que fa amb tots els anteriors de la llista . En aquesta o-
casib pensarem ja directament que elaborem les llistes d'aques-
tes contribucions més que la dels propis elements de SL i SL .
L'elaboracib de la llista SL a partir de la SL és evident,
cada element de la llista SL 1'anem col .locant a la llista SL
en el mateix ordre peró repetit p vegades . Amb aixó resolem el
trog d'esquema :
106
SL
i tot queda pendent de la confecci6 de la llista SL . Aquesta la
elaborem a partir de e subllistes, una corresponent a cada SL,
1 cr < e
	
i 1'f1ltima corresponent a SL . Aquesta darrera és molt
fácil d'obtenir, és güesti6 simplement d'anar prenent els ele-
f (X)ments de la llista SL i aplical's-hi la transformaci6
---->pef(X/p) . Si denotem f(X) el polinomi així obtingut, tenim :
ip(f) = ip (f) + e(e-l)/2,
Rp(f,g) = Rp(f,g) + e2,
questa subllista és :
c(i) + 2 e(e-1) + e2(i-1),
elements de cada subllista portem incorporats a la llista SL
per a qualsevols f(X),g(X)E SL . Per tant 1'i-assim element d'a-
si c(i) denota 1'i-éssim element de la llista SL .
Les e-1 primeres subllistes s6n les "dades" que permeten
confeccionar totes les demés llistes i subllistes, dades que
ara per ara ens s6n desconegudes . Denotem xr,k 1'element k-éssim
de la r-éssima subllista, per a tot k >1, 1 Sr <e .
La llista SL 1'obtindrem escollint el "millor" element
de cadascuna de les e subllistes, peró fem observar que a dife-
rancia del que passava al Capítol 3, ara no tenim Rp(f,g)=0 sem-
pre que f(X) i g(X) pertanyin a diferents subllistes gy¿r' sino
Rp(f,g)=e-inf{r,r'} . Per tant haurem de tenir en compte quants
per tal de saber la real contribuci6 que aportaria  cada nou ele-
ment de cada subllista . Si en portem k l , . . .,ke ja incorporats,
tocará escollir per al següent lloc de la llista SL el minim
d'entre els valors :
r-1
	
e
xr,k +1 + e E iki + er E k <r<e,r i=1 ¡=r+1
2
e-1
c = c(k+1) + 2 e(e-1) + eke + e E ik .e e i=1
i
c r
Finalment, iniciarem la llista SL amb el valor x1 1=0 repetit
p vegades . Correspon a escollir un polinomi Eisensteniá qualse-
vol i els derivats seus al fer el canvi de variable Y=X-a, a=1,
, . . . . p-1 . Ja podem enunciar 1'algoritme :
Teorema 4 .1 . Denotem k,kr les longituds respectives de la llis-
ta SL i la subllista r, 1 < r <e . Denotem c(n),xr n 1'n-éssim e-
lement de la llista'SL i subllista r, 1 < r <e, respectivament .
L'algoritme que descrivim a continuació permet anar obtenint
la llista SL sense interrupció .
c(n)=0, 1,Qn<p ; c1=x1,2 ; k=kl=1
c _e
e(
2
1) ' cr-xr.
1+e,
kr-ke-0,
per a tot 1<i<e .
Busquem quin 1<r-Qa fa c r mínim
condicions
inicials
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Demostraci6 . L'Gnica exigéncia perqué no s'encalli el procés és
que ke+1,< pk en tot moment . És obvi que se satisfá .#
k
Proposici6 4 .2 .
	
Si per a tot 1 <r< e i k> l és Ir(k)= E.xr,i'
n i=1
aleshores I (nL) = E c(i), per a tot n .
p
Demostraci6 . La prova és análoga a la de la Proposici6 3 .13 i
no la detallem per no avorrir al lector . En comptes d'inducci6
múltiple podem pensar que funciona per recurréncia . Si denotem
H(n) per indicar que la proposici6 és certa per a tot k_<n i
HX (n) per indicar el mateix perb restringits als elements de
SL, clarament H(n) és certa per uns primers valors (n<-p), per
tant la subllista e-éssima té la mateixa propietat, per tant
HX (m) és certa per a un m bastant més gran, per tant H(pm) és
certa, etc,etc .#
El Teorema 4 .1 i la Proposici6 4 .2 mostren que ens hem
redult, tant en la faceta de la descripci6 dels conjunts com
en la resoluci6 del problema combimatori, a 1'estudi dels SL,
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obtenim el nou
valor de cr
Falta provar que aquest procés permet obtenir Ip (nL) :
1_< r< e . Aquest estudi el limitarem al cas moderadament ramifi-
cat, cas en el.qual ene situem d'ara endavant .
13 . Descripci6 de SL, (r,e)=1, pye
Conservem les notacions dels paragrafs anteriors pero su-
posarem d'ara endavant que pye . És ben conegut que en aquest cas
L esta biunívocament determinada, módul conjugaci6, per un ele-
ment Ñ (L) E
	
IpP/ IFpe de la següent manera : L=Qp (0), essent 9
1' arrel d' un binomi Xe+pa, amb á EÑ (L) (veure [ Hasse,1980,ch . 16]) .
Si tenim un polinomi Eisenstenia qualsevol no binómic també podem
saber quina extensi6 genera només mirant-li el terme independent .
Z no només pels Eisenstenians, podem afirmar més generalment :
e .
Proposici6 4 .3 . Sigui f(X)=Xe+ E aiXe-iE7lp[ X) , pie . Suposem
i=1
que vp (ae)=r, (r,el=1 i vp(ai ) : ir/e per a tot i . Aleshores f(X)
genera el mateix element de E que g(X)=Xe+ae .
Demostraci6 . En primer lloc tant f(X) com g(X) s6n irreduibles
per tenir un polígon de Newton amb un sol costat de pendent r/e
i ser (r,e)=1 . Sigui p una arrel de g(X) i 1 una arrel primitiva
e-éssima de la unitat . Les altres arrels de g(X) s6n pi
=I .i0 . Al
ser pze, Qp (3') és no-ramificada i :
vp (1 1-j 3 )=0 si iíj (mod .e) .
Per tant, si p i ,p j s6n dues arrels diferente de g(X) tenim :
vp (p i -o j ). = vp(p) + vp (1 1-i') = vp (p) = r/e .
Per altra banda, per la Remarca posterior al Teorema 2 .6 :
Sigui k 1'únic subindex pel qual es pren aquest minim . Si
	
y=-í 1,
. . .,y e s6n les arrels de f(X) tenim :
i per tant existeix una arrel Q de g(X) tal que :
v (y -R )
vP éak ) + r (e-k)
P
.
e
Pero al ser (r,e)=1, a la forga vp(ak ) > kr/e, de manera que :
vp (y-R) >
e2
+ r(ee-k) = e = vp
per a qualsevol arrel R i de g(X) diferent de Q . Pel lema de Kras-
ner, f (X) ti g (X) .#
En conseqüéncia, si per a tot polinomi Eisensteniá defi-
nim N (f (X)) = ae/p , denotem Se ~i é°m el pas al quocient do-
nat per conjugaci6 i Ñ és la bijecci6 comentada al principi del
parágraf, ha quedat provat el :
Corol .lari 4 .4 . El següent diagrama és commutatiu :
R (f,g) = min fe v (ai ) + r(e-i)} .p 1~i<e P
Rp (f'g) = E vp(yi-Rj) = e E vp (y -R i ) ri,j i
S -~ IFe p
éOM
N
IFp/ PPe . #
El Teorema 1 .8 del Capftol 1 utilitza aquest resultat i
Testé al cas general no necessáriament .moderadament ramificat .
Com a conseqüéncia de la Proposicib 4 .3 un polinomi Eisensteniá
genera 1'únic element ME E tal que je/PE N(M) . De passada també
mostra que per tenir un resultat similar en el cas r > 1 només
cal mirar-ho pels binomis :
Proposicib 4 .5 . Suposem que pZe i (r,e)=1 . Sigui f(X)=Xe+pr a,
p~a i sigui M l' element de E generat per f (X) . Aleshores aE N (M)r .
Demostració . Si R és una arrel del binomi i n és un enter positiu
tal que nr=_1 (mod .e), clarament (pp (o n)=QP (R) i el polinomi mini-
mal de Rn/p(rn-1)/e será Eisensteniá . Ara, el terme independent
d'aquest polinomi és pan ; per tant anE N(M) . Si denotem b la
* *e
	
* *eclasse de a dins if-p/ IFp ,, al ser (r,e)=1 existirá un 3'C IFp/ IFp
tal que i9' r =,9 . Per tant N(M)=Sn=o,rn=j' .#
* *eRemarca . Al ser (r,e)=1 elevar a r és una bijecció dins lFp/IFp ,
per tant la Proposicib 4 .5 realment caracteritza 1'element de
E generat per un binomi a través del terme independent .
Aquesta observaci6 junt amb les Proposicions 4 .3 i 4 .5
permeten obtenir una bona descripcib de SL :
Teorema 4 .6 . Sigui f(X)=Xe+ E aiXe-l Ea [X] i sigui t9=N (L) . Si
i=1 p
(r,e)=1 tenim:
f (X) E SL
a vp (ae ) =r, vp (ai ) >ir/e i t90=$r
r * *eon ,9
0
denota la classe de ae/p . dins IFp/ IFp
Demostraci6 . Si f(X)E Sr ja hem comentat que té per poligon de
Newton un sol costat de pend.ent r/e . Per la Proposici6 4. .3, si
g(X)=Xe+ae tenim també g(X)E Sr i per la Proposici6 4 .5 aixó im-
plica que 10 =0r . Reciprocament, per la Proposici6 4 .3 f(X) -g(X)
i per la Proposici6 4 .5 i la remarca posterior g(X)E S r .#
Hem fet servir tantes vegades i de manera tan decisiva que
(r,e)=1 que no caldrá buscar exemples que mostrin que cap resul-
tat d'aquest estil no es pot somniar en el cas (r,e) > 1 . Fem ob-
servar que ni tan sols se sap quan un polinomi amb poligon de New-
ton d'un sol costat de pendent r/e és irreduible .
Passem ja al cálcul de Ir (n) . En primer lloc observem que
ip (f) és constant per a tots els elements de S r ja que al ser
(r,e)=1 el polinomi associat al costat del poligon de cada f(X)
C Sr té sempre grau 1 . Per tant els elements de S r s6n tots regu-
lars i pel Teorema de Ore :
En conseaüéncia :
ip (f) = (r-1) (e-1)/2 .
Ir (n)
	
= 1 (r-1) (e-1) n + min E { E Rp(f .,f .)} . (1)2 f1(x), . .,fn(X) Sr i<J
Pel Teorema 2 .6, essent (r,e)=1 sabem que si f(X),g(X)E SL :
Rp (f,g) = e vp (ak-bk)+r(e-k)
essent k 1'abscissa del primer punt d'entre els { (i,vp(ai-bi)),
1 _<i -<e} que troba la recta Y=EX enlairant-se . Pel Teorema 4 .6,
al variar f(X) i g(X), aquest conjunt de punts coincideix amb el
dels punts de coordenades enteres amb abscissa 1 <-i 9e que hi ha
situats per damunt de la recta Y=iX, incluint el punt (e,r) (ve-
gis dibuix) . Per cada parella f(X),g(X)E SL hi un d'aquests punts
(x,y) tal que Rp(f,g)=ey+r(e-x) . Si (x',y') és un altre punt d'a-
quests, ey+r(e-x) < ey'+r(e-x') és
equivalent a que la recta Y=éX tro-
bi abans el primer punt al despla-
gar-se . Per tant, de cara a mini-
mitzar la suma dels R (f 4 ,f .) pre-
p i J
nent elements de SL ens interessen
dues coses :
2) Quins valors va prenent ey+r(e-x)?
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lo- capa
1) En quin ordre troba aquests punts la recta Y=éX al des-
plagar-se?
Si subdividim el conjunt d'aquests punts en capes delimitades
per les rectes paral .leles a Y=éX que tallen 1'eix d'ordenades
en punts de coordenades enteres, com sindica en el dibuix, tots
els punts d'una capa sbn trobats abans de qualsevol punt d'una
capa superior . Dins d'una mateixa capa tenim e-1 punts sense
comptar 1'extrem, el qual és obviament el primer que sempre es
troba . Si denotem d1, . . .,de-1 les distáncies de cada punt de la
capa a la frontera inferior, és obvi que aquestes distáncies
sbn les mateixes per a cada capa i valen :
di = 1- (i - I ir,) .
Com que (r,e)=1 és fácil comprovar que :
encara que potser en diferent ordre . Ara bé, a la m+l-éssima ca-
pa els valors ey+r(e-x) pels punts d'aquesta capa s6n e(r+m) per
1°extrem i :
e(~ + m + di )
	
+ r(e-i) = e (r + m + di ), l<i<e,
pels demés . Per tant aquests valors s6n, en el mateix ordre en
que la recta va trobant els respectius punts :
e(r+m), e(r+m)+1, . . . .,e(r+m)+e-1 .
Aixb ja permet adonar-se de com hem de prendre els fi (X)E S r
per minimitzar la suma de les resultants i quins valors prendrá
aquest minim :
i
Propósici6'4' .7 . Si denotem qiPe (p-1) per a tot iZ 0, tenim :
n-1
Ir (n) = 2 (r-1) (e-1) n + Zren (n-1) + E E [ j .i>U j=1 qi
L2emostráci6 . Podem considerar pel Teorema 4 .6 que els polinomis
de Sr s6n de la forma :
k k
f(X) = Xe + p
1alxe-1 + . . . . + p e-lae- 1X + prae,
essent ki=1+[ ~], els a l , . . .,ae-l EMp totalment arbitraris i
ae
E7Lp no divisible per p i tal que áe pertany a una classe de-
terminada de IF *p/IFPe . Considerem el desenvolupament p-bdic de
aa , . . .,ae :
a l = a l l + al 2p + al 3p2 + . . . . . . . 1 Si <e .
sigui sl, . . .,se-1 la permutaci6 de 1,2, . . .,e-1 que fa que :
Classifiquem els polinomis de Sr segons ae l ; polinomis de clas-
ses diferente fan Rp(f,g)=re i ele de la mateixa classe Rp (f,g)>
> er . Dins de cada classe classifiquem segons as rl ; polinomis
1
de diferent classe fan Rp (f,g)=re+1 i ele de la mateixa classe
Rp (f,g) > re+1, etc, etc . Dins de cada grup amb ae,l' as ,1'" .,1
,as
	
fl fixos classifiquem segons ae,2 ; polinomis de classes di-
e-1
ferents fan Rp(f,g)=e(r+1) i els de la mateixa classe Rp(f,g)>
> e(r+1), etc,etc,etc . El fet de que en cada nova classificaci6
Rp (f,g) augmenti sempre en una unitat exactament fa que si consi-
derem n polinomis distribuits equitativament entre les classes
per a totes les classificacions, igual com féiem a la prova de
la Proposici6 3 .3 poguem comptar :
E R (f i ,f .) = n(21) re + m,l1Qi<j,<n p 7
on m compta el nombre de parelles de polinomis.en una mateixa
classe, sumat considerant les successives classificacions efec-
tuades . Com que els ae,l varien entre (p-1)/(e,p-1)=card{IF:pe }
possibilitats i ele
al
.
.J
per a ice 6 jpél entre p possibilitats,
aquest nombre és :
i>o qi 2 qi i>o j=1 qi
De la mateixa manera com féiem a la prova de la Proposici6 3 .3
es mostra que aquesta manera de considerar ele polinomis mini-
mitza aquest valor . (1) acaba la prova de la proposiciM
Corol.lari 4 .8 . Si fem una llista d'elements de SL, (r,e)=1,
minimitzant la contribuci6 de cada element amb ele anteriors,
la contribuci6 de 1'element k-éssim és :
x k = 2 (r-1) (e-1)
	
+ (k-1) er + E [ k1
] .
r, k qi
n
A més a més, per a tot n, Ir (n) = E xr,k . #
k=1
En conseqüéncia, el cálcul de Ip(nL) queda totalment resolt si
e és primer :
Corol .lari 4 .9 . Amb els valors de xr .k'
l -<r <e, k >I, donats
a (2) el Teorema 4 .1 permet calcular Ip (nL) si L és una exten-
si6 totalment ramificada de
Tp
de grau primer diferent de p.#
Donem a continuaci6 una taula amb el valor de Ip (nL) per
p=2,3,5,7 i e(L/Qp)=2,3,5,7, e(L/9p)¡¿p . La taula d6na en reali-
tat la llista SL, de manera que per calcular Ip(nL) s'ha de su-
mar cada valor de la Mista repetit p vegades fins arribar a su-
mar n valors .
Taula 4 .10 .
p=2 p=3 ~, p=5 p=7
e=3 e=5 e=7 e=2 e=5 e=7 'I e=2 e=3 e=7 e=2 e=3 e=5
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 6 8 3 5 7 2 3 7 2 3 5
7 12 17 5 11 15 5 6 14 4 7 10
12 18 24 8 16 22 7 9 21 7 10 15
16 24 32 11 22 30 9 13 29 9 13 20
20 32 42 14 27 37 12 16 36 11 17 25
25 38 50 17 32 45 14 19 43 13 20 31
29 43 59 19 39 53 17 22 50 16 24 36
33 50 67 22 44 60 19 25 58 18 27 41
37 56 74 26 50 68 21 29 65 20 31 46
41 64 85 29 55 75 24 32 72 23 34 51
46 70 93 32 61 83 26 35 79 25 37 56
51 76 102 34 66 90 29 38 87 27 41 62
55 83 110 38 72 99 32 42 94 29 44 67
59 89 118 41 78 106 34 45 101 32 48 72
63 95 127 44 83 114 37 48 108 34 51 77
67 102 135 46 89 121 39 51 115 36 56 82
72 108 144 49 94 129 41 55 123 39 59 67
76 115 152 53 100 136 44 58 130 41 62 92
80 121 160 56 105 143 46 61 137 43 66 98
85 126 171 58 113 153 49 64 144 45 69 103
89 136 179 61 118 160 51 67 153 48 73 108
92 142 188 64 123 168 53 72 160 50 76 113
99 149 196 67 129 175 56 75 167 52 80 118
103 154 203 70 134 183 58 78 174 55 83 123
107 160 213 72 140 190 62 81 182 58 86 129
112 168 221 75 145 199 64 85 189 60 90 134
116 174 230 80 152 206 67 88 196 62 93 139
119 180 238 83 157 214 69 91 203 65 97 144
125 186 248 85 163 221 71 94 211 67 100 149
129 192 256 88 168 228 74 97 218 69 104 154
132 200 264 91 173 236 76 101 225 71 107 160
137 206 273 94 179 243 79 104 232 74 111 165
141 212 281 97 184 252 81 107 240 76 115 170
145 219 291 99 191 259 83 110 247 78 118 175
151 225 298 102 196 267 86 114 254 81 1.22 180
155 232 306 106 202 274 88 117 261 83 125 185
160 238 315 109 207 282 91 120 269 85 129 191
163 244 323 112 213 289 94 123 276 87 132 196
167 251 335 114 218 298 96 127 283 90 135 201
172 257 343 118 224 306 99 130 290 92 139 206
176 263 351 122 231 313 101 133 297 94 142 211
180 273 360 124 236 321 103 136 306 97 146 216
185 279 368 127 242 328 106 139 313 99 149 222
188 286 378 130 247 336 108 144 320 101 153 228
192 291 385 134 253 343 111 147 327 103 156 233
199 297 393 137 258 352 113 150 335 106 159 238
204 305 402 139 264 359 115 153 342 108 163 243
208 311 410 142 270 367 118 157 349 110 166 248
212 317 420 145 275 374 120 160 356 114 171 253
14 .
	
Un resultat de teoria de cossos
L'objectiu d'aquest parágraf és provar el següent :
Teorema 4 .11 . Sigui K un cos commutatiu de característica zero .
Sigui L=K(9) una extensi6 finita de K de grau n i sigui
f(X)=Xn+a 1Xn-l+ . . .+an =Irr(9,K) . Si K conté les arrels m-éssimes
de la unitat, [K(Bm) :K]=n/d, on d és el máxim divisor de (n,m)
tal que tots els coeficients de f(X) amb subindex no múltiple
de d s6n nuls . #
Sigui 1 una arrel primitiva m-éssima de la unitat . Consi-
deren els polinomis :
Les arrels de fi (Y) s6n 1191, . . . ,3' i0n, essent 0=0 1 , . . . ? 0 n les
arrels de f(X) .
Lema 4 .12 . Sigui f(X)=Irr(B m,K) . Les següents condicions s6n
equivalents :
f i (Y) _ fin f(Y/1 i )~ 0<i<m .
2) Els (1 1 0 j }, 0 <i <m, 1 <j <n s6n tots diferents .
3) f 0 (Y) . . . . . . fm-1 (Y) = f(Ym) .
Demostraci6 . w és arrel de f(Y') - lP és arrel de f(X) -
J=Om per algun 1 < j <n -, c.,,I 16 j per alguns 0 < i <m, 1< j <n .
En conseqüéncia, L = K (Bm) « gr (f (X))=n « gr (f (Ym) )=mn
_	
m-1
els (~ 1B
j
} s6n tots diferents « f (Ym) = II .(X-1 ,0 ) = II f i (Y).#
i,j j i=0
Lema 4 .13 . Les següents condicions s6n equivalents :
1) Els f i (Y) s6n tots diferents .
2) Per a tot divisor d>1 de m existeix un coeficient ak
de f(X) tal que d~k i ak7£0 .
3) Per a tot primer pim existeix un coeficient ak de
f(X) tal que pXk i ak-0 .
Demostraci6 . 1ki=Ikj é s equivalent a k(¡-j)a0 (mod .m), per tant :
fi(Y)=fj(Y) - ak1ki=ak1kj per a tot.k p ak=0 sempre que
k(i-jU0 (mod .m) p ak=0 sempre que kI0
(mod .(m,m-j) ) .
Per tant 1) és equivalent a que aquesta ultima condici6
sigui falsa sempre que i,;¿j . Ara bé, quan i~j prenen els valors
0,l, . . . .m-1, i-j val 1,2, . . .,m-1 i -(m-Fi j)
pren els valors
de tots els divisors no trivials de m . Aixó prova que 1) és e-
quivalent a"2) . És obvi que 2) i 3) s6n equivalents . #
Es ciar que les condicions del Lema 4 .12 impliquen les
del Lema 4 .13 . El recíproc no és cert en general . En canvi :
Proposici6 4 .14 . Si JE K les condicions deis Lemes 4.12 i 4 .13
s6n totes equivalents .
Demóstraci6 . Sota aquesta hipótesi els f i (Y) s6n tots irredui-
bles a K(Y] i divideixen f(YM) . Si s6n diferents el seu produc-
te també el divideix i per tant coincideixen . #
Aquesta proposici6 caracteritza quan 0
m és primitiu, és
a dir, prova el cas d=1 del Teorema 4 .11 . El cas general s'en de-
dueix fácilment :
Demostraci6 del Teorema 4 .11 . h(X)=f(X1/d) és un polinomi irre-
duible de K[X] de grau n/d i té w=0 d com arrel . Per la Proposici6
4 .14 i 2) del Lema 4 .13, wm/d genera la mateixa extensi6 que ca . #
§5 . Descripci6 de SL, (r,e) > 1, pre, (e,p-1)=1
L'estudi de SL quan (r,e) > 1 només el fem en el cas
(e,p-1)=1 . En aquest cas L és, m8dul conjugaci6, Púnica exten-
si6 totalment ramificada de
(p
de grau e .
Sigui r=r0m, essent r 0 el máxim factor de r tal que
(r 0 ,e)=1 . Tots els factors primers de m d-ivideixen e, per tant,
en particular tenim (m,p-1)=1 . Relacionarem els elements de SL
r
amb els de SL0 els quals s6n ben coneguts ; pel Teorema 4 .6 :
kSL0 . = {Xe+p 1 a lxe-1+ . . .+pr0 ae / al , . . .,aeE7Lp, p~ae} .
ir0
	
*eon ki=[
e
J+1, 1 <_ i <e ; jaque ara Fp =W-p .
En primer lloc observem que 1'aplicaci6 H(P)4m defineix
una bijecci6 entre Pro-Pr0+1
i Pr-Pr+l, en efecte, els elements
d'aquests conjunts s'escriuen de manera única com :
respectivament, essent 6 el conjunt de les arrels p-1-éssimes de
la unitat de IQp , U1 el grup dels unitaris vE L tals que
vp(v-1) > 0 i ir un uniformitzant fix qualsevol . Com que p~m exis-,
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irr0 a t , ir rb n , a,bE 6i, ab9é0, t ,nE U1
teix un únic ZE Ul tal que Em=r1
	
(Hasse,1980,pag .2171 i com que
(m,p-1)=1 existeix un únic aE 61 tal que am=b .
L format pels elements primitius, el conjunt de les arrels dels
r
polinomis de SL i S 0 és, respectivament :
ja que
Pro-Pro+lC A' . Si definim ¢ =(O E Aro/R m jEA
provat el :
Lema 4 .15 . L'aplicaci6 H((3)=fl
m defineix una bijecció entre
Si denoten per A' el subconjunt de 1'anell d'enters de
Ar =
(Pr-Pr+1) n A'
r r r +1 r 0 r 0+1
A 0 = (P 0-P 0 ) n A~ = P -P ,
Ara hem de baixar aquesta bijecció a nivell de polinomis .
r
En primer lloc necessitem saber quins polinomis de
SL0 tenen les
seves arrels a 0 . Aixó ens ho contesta la Proposició 4 .14 . En
efecte, si 1 és una arrel primitiva m-éssima de la unitat, com
que p~m, M=9p (1) és una extensió no-ramificada de 9p
i per tant
r
linealment disjunta amó L . Per tant, si f(X)E
S0 i Q és una ar-
rel seva, f(X)=Irr()3,M) i per tant QE ¢ si i només si per a tot
divisor d de m existeix un coeficient no nul de f(X) en una po-
sició no múltiple de d (*) . Definim per tant :
r
4? = {f
(X) C
SL0/ .3 d lm tal que ak=0 per a tot ky0 (mod .d) } ,
i consideren el diagrama :
} ha quedat
(*) D'ara endavant ja no repetirem més aquest argument i aplicaren directa-
ment la Proposició 4.14 sense justificar-ho cada vegada .
Ar
on les fletxes verticals assignen a cada enter el seu polinomi
minimal sobre 9p . És una simple comprovació que :
Proposició 4 .16 . L'aplicació
	
SLO-fi -H~> SL definida per
H (f (X) =Irr (P m ,(Pp ) , essent p una qualsevol de les arrels de f (X) ,
és bijectiva.#
Aquesta bijeccib ens proporciona una narametritzacib de
SL . Perqué sigui útil hem d'aprendre a calcular ip i Rp d'ele-
ments de SL en funció de les seves antiimatges per H .
r
Cálcul de 1'índex . Sigui f(X)=Xe+a 1 Xe-1+. . .+aeE SLO . Definim per
a cada divisor d de m, d >l :
xd (f) _ 'min {e v (ak)+r0(e-k)} .
kí0 (mod .'d) p
r
De la Proposicib 4 .14 es dedueix que f(X)E SLO-4í si i només si
xd (f) <- per a tot dim, d >1 ; sunosem que estem en aquest cas .
Sigui f(X)=H(f(X)) ; sabem pel Lema 4 .12 que :
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f(Ym ) = f0(Y)~ . . . .~fm-1(Y),
essent fi(Y)=1 ¡e f(Y/j i ) . Relacionem el discriminant de f(Ym)
d'una banda amb el de f(X) i de 1'altra amb el dels fi (Y)'s :
d(f(Ym)) _ (-1) e mme am(m-1) d(f(X))m ,
Si p denota 1'ideal primer de M= (Pp (1), com que és no-ramificada :
Per altra banda, pel Teorema 2 .6 :
Ara bé,
_ m
d(f(Ym )) = II d(fi (Y)) " n R(fi (Y)1fj (Y)) 2 .
i=1 i<j
p (f i (Y))
	
=' p (f (X) ) = dp (f (X) ) = 2i p (f) + (e-1) =
= (e-1)(r0-1) + (e-1) = r0 (e-1) .
R p (fi,fj ) = min {evp((1lk- jjk )ak) + r 0 (e-k)) .
15k-<e
((rik-0k)ak) _
Ji<' P 1 J k=1
m/ (m, k)
Lema 4 .17 . y, k
O<k<m
(m, k) =d
vp (ak ) si k (i- j)~0 (mod .m)
si k(i-j)=_0 (mod .m) .
La condició k(¡-j)=0 (mod .m) és equivalent a k=0 (mod .(m,m-j)),
per tant Rp(fi , fJ. ) =
x
m/(m.i-J )
(f) . En particular R
P
(f
i
, f
J
. ) només
depén del valor de i-j, el qual, quan i <j varien entre 0 i m-1,
pren els valors 1,2, . . .,m-1 repetit m-k vegades el valor k . Així :
m-1
R (f .,f .) _ (m-k) x (f) _
= E ( E (m-k) x ) = E x (f) ( E (m-k)) .
d I m O<k<m
m~d (f) d m m 04c<m
d<m (m,k) =d d<m d (m, k) =d
En aquesta última suma podem canviar m-k per k . La suma val :
z 9(á)
Demostració . Si d=1 i 1,n1, . . .,nt < m sdn els enters primers
amb m, clarament nt= m-1, nt-1=m-n 1 , etc . i l'afirmacid del Lema
és clara . En el cas general :
Per tant :
Ara, igualant els dos cálculs fets anteriorment de f(Y') tenim :
essent :
Per tant :
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k = E ds = d.2d',p (á) . #0<k<m 0<sd{m, k) =d (á,s)=1
i<j P
(fl ,f
j
)
dEm
xm/d (f) " 2-P (á) = 2 dZm
9 (d)xd(f) .
d<m d>1
(m-1)r+md (f(X)) = d (f(Ym)) = r(e-1)+m E 9(d)x (f) .
De ip(f)=21dp(f(X))-(e-1), treiem :
_ r -1 _Proposició 4.18 . Sigui f(X)E S L . Sigui f(X)=H (f(X)) . Aleshores :
i (f) = 2Ce(r-1) E tp(d)x(f>p 0
dim
d
c]>1
Gálcul de la resultant . Siguin f(X)=Xe+a1Xe-1+ . . .+ae , g(X)=
r
=Xe+b l Xe-1+ . . .+beE SLO-4> . Per a tot divisor d de m definim :
Yd (f,g) = min {eRk + r 0 (e-k)),
1~Jcce
Rk
inf{vp (ak),vp (bk )} si k,Y0 (mod .d)
vp (ak)-vp (bk ) si k=_0 (mod .d) .
Observis que yl (f,g)=Rp (f,g) pel Teorema 2 .6 . Siguin f(X)=H(f(X)),
g(X)=H(g(X)) ; per la Proposició 4 .14 sabem que :
_ m-1 _ m-1
f (Ym) = II fi (Y) . g (Ym ) = TI gi (Y) .
i=0 i=0
Per altra banda :
m-1
En conseqüéncia, Rp (f,g) = E P(f,gi) . Ara, pel Teorema 2 .6 :
i=0
I clarament :
R(f(Ym),g(Ym)) = n R(fi(Y),gj(Y)) _ (IIR(f(Y),gj(Y)))m .
i,j
	
j
R(f(Ym),9(Ym)) = n
gm) = n g(RT) _
i,j J USi<m J
l,<j<_e
_ ( n g(R~)) m = R(f(X),9(X))m .
l<_j_e
Rp (f,g .) = min { e v (ak-'
ikbk) + r 0 (e-k) } .
1 l~k-<e p
v
p
(ak_1
ikbk )
de manera que Rp(f,gi)= Ym/(i,m)(f'g) . Per tant :
m-1
E R (f,gi) _ ( Ym/(i,m) (f'g) )
i=0 P 1 dim O-<i<m
= dIm ~P(md)Ym/d(f,g) = dIm ~P(d)Yd(f,g)
Queda provat per tant :
Proposició 4 .19 . Siguin f (X) ,g_(x) r= SL i f(X)=H- 1 (f (X)) , g w=
=H-1(g(X)) . Aleshores :
(¡,m) =d
Rp(f,g) _ Y, w(d) yd(f,g) .#
dlm
inf{vp (ak),vp (bk )) si ikY0 (mod .m)
vp(ak_bk )
si ik=_0 (mod .m),
Remarca . Les fórmules de les Proposicions 4.18 i 4 .19 engloben
quan m=1 les que ja coneixiem del cas (r,e)=1 . En els dos cassos
si «e, xd(f)=Yd(f,g)=er0 . Apart d'aquesta petita simplificació
es dedueix del Teorema 4 .6 que els valors de xd (f) i yd (f,g) s6n
molt variables . En particular comprovem que ip (h) pels elements
h(X) E SL
	
ara dista molt de ser constant .
Hem aconseguit finalment una bona parametritzaci6 de SL .
r
En efecte, el conjunt SL~-<D el tenim perfectament parametritzat ;
si definim:
ip(f) = ip (H(f)), Rp(f,g) = Rp(H(f),H(g)),
r
per a qualsevols f(X),g(X)E SLD -4?, les fbrmules de les Proposi-
cions 4.18 i 4 .19 permeten calcular ip(f) i Rp (f,g) en funci6
dels parametres que caracteritzen f(X) i g(X) (els seus propis
coeficients) i per la Proposici6 4 .16 :
Ir(n) = min ( E R (f . f .) + i (f)},p 1 7 i p i
prenent n elements de SLo-4'. No obstant, ja es veu clarament que
la_resoluci6 d'aquest problema combinatori sera ara particular-
ment més complicada que en el cas (r,e)=1 . Potser fins i tot ens
veuriem abocats a considerar una soluci6 algorítmica particular
per obtenir els xr,k que necessitem per aplicar 1'algoritme ge-
neral del Teorema 4 .1 . Ho deixem estar .
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i (K) 7 dp (K) Ad 83
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Referéncies .
M . Bauer,
	
Zur allgemeine Theorie der algebraische Gr8ssen,
J . Reine Angew . Math . 132(1907), 21-32 .
b) Uber die ausserwesentlichen Diskriminantenteiler
einer Gattung, Math . Ann . 64(1907), 572-576 .
R . Bungers, Über Zah1kórper mit gemeinsamen ausserwesentli-
chen Diskriminantenteilern, Jber . Deutsch . Math .-
-Verein . 46(1936), 93-96 .
L . Carlitz, On abelian fields, Trans . Amer . Math . Soc . 35
(19331, 122-136 .
A note on common index divisors, Proc . Amer . Math .
Soc . 3(1952), 688-692 .
R . Dedekind, Uber den Zusammenhang zwischen der Theorie der
Ideale und der Theorie der h6here Kongruenzen,
Abhandlungen der Mniglichen Gesellschaft der
W3ssenschaften zu GSttingen, vol .23(1878), 1-23 .
H . T . Engstrom, On the common index divisors of an algebraic
field, Trans . Amer . Math . Soc . 32(1930), 223-237 .
H . Hasse, Number Theory, Springer, Berlin-Heidelberg-N .York,
1980 .
K . Hensel, Aritmetische Untersuchungen über die gemeinsamen
ausserwesentlichen Diskriminantenteiler einer Ga-
ttung, J . Reine Angew . Math . 113(1894), 128-160 .
< . Hensel .
	
Uber den grbssten gemeinsamen Teiler aller Zahlen,
welche durch eine ganze Funktion von n Veránder-
lichen darstellbar sind, J . Reine Angew . Math .
116(1896), 350-356 .
M . Krasner, Nombre des extensions d'un degreé donné d'un corps
P-adique, Coll . Tend . Géom . en Algébre, Paris 1966,
143-169 .
. Llorente- Sobre l'Index d'extensions relatives de cossos de
E . Nart, nombres, Actes VII JMHL, Sant Feliu de Guixols,
1980, Pub . Mat . UAB, 20(1980), 161-164 .
Effective determination of the decomposition of
the rational primes in a cubic field, apareixerá
als Proc . Amer . Math . Soc .
T . Nagell, Quelques resultats sur les diviseurs fixes de
1'index des nombres entiers d'un corps algebrique,
Arkiv Math . 6(1966), 269-289 .
W . Narkiewicz, Elementary and analytic theory of algebraic num-
bers, Monographie Matematyczne, 57, PWN-Polish
scientific Publishers, Warsaw, 1974 .
0 . Ore Zur Theorie der algebraischen KSrper, Acta Math .
44(1923), 219-314 .
Bestimmung der Diskriminanten algebraischer Kbr-
per, Acta Math . 45(1925), 303-344 .
IIber den Zusammenhang zwischen den definierenden
A . A . Sukallo, K oonpocy onpeaenewua ukaeKca noai anze6pauuecrcux
qucen, Y4" . san . yR-'Ta POCTOD «,j .32(1955),4, 37-42 .
. Tornheim,
	
Minimal basis and inessential discriminant divi-
sors for a cubic field, Pacific J . Math . 5(1955),
623-631 .
. Von Zylinsky,Zur Theorie der ausserwesentlicher Diskriminanten-
teiler algebraischer Mrper, Math . Ann . 73(1913),
273-274 .
J . Sliwa, On the nonessential discriminant divisor of an al-
gebraic number field, Acta Arith . 42(1982), 57-72 .
Rebut el 27 de Setembre del 1982
Gleichungen und der Idealtheorie in algebraischen
Kbrpern, Math . Ann . 96(1926), 313-352 .
Newtonsche Polygone in der Theorie der algebrai-
schen Kbrper, Math . .Ann . 99(1928), 84-117 .
Seccib de Matemátiques
Universitat Autónoma de Barcelona
Barcelona-Bellaterra
